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Resumen: En este artículo se propone un novedoso esquema de control tipo PIN para 

alcanzar la sincronización en una red de cadena de suministro, concebida como un sistema 

dinámico compuesto por empresas miembro con comportamientos dinámicos y diversas 

relaciones empresariales. En este estudio se considera que la red está sujeta a dos tipos 

distintos de ruido y/o incertidumbre, modelados mediante variables estocásticas, y que la 

dinámica interna de las empresas es caótica. El objetivo principal del esquema propuesto 

es lograr la recuperación resiliente de una red de cadena de suministro afectada por 

disrupciones. Asimismo, se ilustra la eficacia del enfoque mediante un caso real de red de 

cadena de suministro. 

 

Palabras clave: Recuperación resiliente, red de cadena de suministro, red compleja 

estocástica, control tipo PIN, sistema caótico. 

 

Abstract: In this paper, a novel pinning control scheme is proposed to achieve 

synchronization in a supply chain network, which is regarded as a dynamic system 

consisting of member companies with dynamic behaviors and different enterprise relations. 

This study considers that the network is influenced by two different noises and/or 

uncertainties modeled through stochastic variables and the internal dynamics in the 

companies are chaotic. The main objective of the proposed scheme is to achieve the resilient 

recovery of a disrupted supply chain network. Moreover, we illustrate the effectiveness of 

the approach by means of a real case supply chain network. 

 

Keywords: Resilient recovery, supply chain network, stochastic complex network, pinning 

control, chaotic system. 
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1. INTRODUCCIÓN 

 

Las redes complejas nos han permitido describir 

muchos sistemas omnipresentes en la naturaleza y la 

sociedad, como las redes biomoleculares, las redes 

neuronales, la propagación de enfermedades 

infecciosas, las relaciones sociales, la World Wide 

Web, las redes eléctricas, entre otros [1]–[3]. Un 

comportamiento interesante y común que se 

presenta en estas redes es la sincronización de la red 

[4]–[6]. Se han propuesto diferentes enfoques para 

estudiar la sincronización de redes dinámicas 

complejas sin control [7]–[9]. 

 

Una red compleja común puede ser el proceso de la 

cadena de suministro, compuesto por varios tipos de 

actores denominados clientes, empresas, 

proveedores, entre otros, que tienen sus propios 

objetivos, los cuales generalmente no están 

alineados con las metas de la empresa [10]. La alta 

complejidad de los procesos de la cadena de 

suministro se debe a las numerosas interconexiones 

entre nodos y al dinamismo de los eventos, que 

dificultan predecir el comportamiento futuro. 

Cuando ocurre un evento disruptivo en una red de 

cadena de suministro, dada la complejidad de la 

estructura de la red, existe una gran necesidad de 

desarrollar estrategias que permitan restablecer el 

sistema a su operación normal [11]. Tales 

disrupciones son causadas por eventos 

impredecibles como epidemias, desastres y/o 

ataques terroristas, que aumentan las pérdidas 

económicas y operativas [12]. Se han propuesto 

algunos resultados para las redes de cadena de 

suministro en el marco de las redes dinámicas 

complejas [13], [14]. Geng y Xiao proponen un 

método de recuperación resiliente basado en la 

sincronización para una red de suministro 

determinista [13]; los mismos autores amplían este 

trabajo para analizar medidas de recuperación 

resiliente basadas en la sincronización con memoria 

y control, identificando las estructuras troncales 

[14]. El control tipo PIN es una técnica utilizada 

para lograr un comportamiento colectivo deseado 

cuando una red no puede alcanzarlo por sí misma. 

Esta técnica es muy conveniente para sistemas de 

gran tamaño, es decir, con un gran número de nodos 

(como las redes de cadena de suministro presentadas 

anteriormente), dado que el enfoque de esta técnica 

consiste en aplicar señales de control de manera 

apropiada a una pequeña fracción de los nodos de la 

red [15]–[17]. El objetivo principal de esta técnica 

es encontrar un número determinado y una 

ubicación adecuada de los nodos que se fijarán para 

alcanzar el objetivo de control de manera efectiva. 

 

Este tipo de enfoque se basa en la dinámica de los 

nodos y la topología de la red, así como en la 

evolución de la red. En consecuencia, desde el 

primer trabajo propuesto en el diseño de 

controladores tipo PIN [18], [19], se han 

desarrollado muchos esfuerzos de investigación 

para analizar este tema, que incluyen condiciones de 

estabilidad, sincronización completa, 

sincronización por conglomerados, estrategias 

selectivas para los nodos fijados, propiedades de 

controlabilidad y el diseño de diferentes 

metodologías de control, con el propósito de 

extender el análisis de control clásico a las redes 

complejas [20]–[24]. 

 

Como puede observarse, se han logrado muchos 

avances en el control tipo PIN de sistemas 

complejos en red. Sin embargo, la mayoría se 

enmarca en sistemas deterministas libres de ruido. 

Un área con gran potencial que presenta un gran 

desafío son las redes complejas estocásticas. Estos 

sistemas han recibido mucha atención debido a su 

amplia aplicabilidad en numerosas áreas de la 

ingeniería, en sistemas que experimentan fuerzas 

del viento, excitación sísmica, fluctuaciones de la 

corriente eléctrica debidas al ruido térmico, 

manchas solares en modelos económicos y 

cualquier otra variable aleatoria [25], lo que permite 

obtener modelos más confiables. 

 

Se han realizado diversas investigaciones en el 

marco de las redes complejas estocásticas [26]–[31]. 

El problema de la sincronización estocástica se 

aborda en [26] y [27] para el caso de redes 

dinámicas complejas con retardos y nodos no 

idénticos. La sincronización impulsiva se analiza en 

[28] para redes con retardos de tiempo y topologías 

conmutadas. En [29] se derivan condiciones 

suficientes para la sincronización global. En [30] se 

analizan individualmente tres tipos diferentes de 

procesos de difusión de ruido que afectan a la red 

compleja y se derivan condiciones para la 

controlabilidad por fijación, suponiendo que la ley 

de control tiene la misma forma que la función de 

acoplamiento. Utilizando el enfoque de la función 

de estabilidad maestra, se proporcionan condiciones 

necesarias y suficientes localmente para la 

sincronización [31]. 

 

Con las motivaciones anteriores, este artículo 

aborda el problema de la sincronización estocástica 

global mediante una ley de control tipo PIN aplicada 

a procesos caóticos estocásticos de la cadena de 

suministro para garantizar la recuperación resiliente. 

Se tienen en cuenta los efectos causados por dos 

tipos diferentes de procesos de difusión de ruido. Se 
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proporciona la síntesis completa del controlador tipo 

PIN, en la cual se desarrolla una metodología para 

la selección de los nodos controlados, la intensidad 

de acoplamiento mínima requerida y la cota de la ley 

de control tipo PIN para alcanzar el objetivo de 

control. Se utiliza el caso de una red de cadena de 

suministro europea para ilustrar la eficacia del 

esquema propuesto, donde los flujos entre las partes 

interesadas se representan mediante enlaces de 

comunicación con ruido, y la dinámica empresarial 

se considera caótica y estocástica. 

 

Notación: 𝐼𝑛 representa la matriz identidad de 𝑛 × 𝑛. 

𝐴 > 0 (𝐴 < 0) significa que 𝐴 es definida positiva 

(negativa). 𝐴T es la transpuesta de la matriz 𝐴. ‖·‖ 

denota la norma de operador. Tr{𝐴} es la traza de 

una matriz cuadrada 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑑×𝑑

, es decir, Tr{𝐴} = 

∑
𝑖=1

𝑑
 𝑎𝑖𝑖 . 𝜆min(·) (𝜆max(·) representa el valor propio 

más pequeño (más grande) de la matriz 

correspondiente. 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 es la aplicación 𝑓 de 𝐴 

a 𝐵. 𝐴 ⊗ 𝐵 representa su producto de Kronecker 

con las siguientes propiedades: 

 

1)  (𝐴 ⊗ 𝐵)
𝑇
 = 𝐴𝑇 ⊗ 𝐵𝑇 

2)  (𝛼𝐴) ⊗ 𝐵 = 𝐴 ⊗ (𝛼𝐵) 

3)  (𝐴 + 𝐵) ⊗ 𝐶 = 𝐴 ⊗ 𝐶 + 𝐵 ⊗ 𝐶 

4)  (𝐴 ⊗ 𝐵)(𝐶 ⊗ 𝐷) = (𝐴𝐶) ⊗ (𝐵𝐷) 

 

2. FUNDAMENTOS 

 

2.1. Modelo de red de cadena de suministro caótica 

estocástica 

 
Se propone un modelo matemático para redes de 

cadena de suministro caóticas estocásticas 

utilizando el marco de las redes complejas [15]. 

Considérese una red general compuesta por 𝑁 nodos 

idénticos acoplados de forma difusiva sobre un 

grafo no dirigido 𝒢 = (𝒱, ℰ), donde 𝒱 = {𝑣𝑖} es el 

conjunto de nodos de empresas involucradas en la 

red (proveedores, fábricas, distribuidores); 

ℰ = {𝑒𝑖𝑗} es el conjunto de relaciones entre oferta y 

demanda, que representan los diferentes flujos entre 

las empresas (nodos). La dinámica de la red se 

describe mediante el siguiente conjunto de 

ecuaciones diferenciales estocásticas no lineales de 

tipo Itô: 

 

d𝑥𝑖 = (𝑓(𝑥𝑖) - 𝑐 ∑
𝑗=1

𝑁
 𝐿𝑖𝑗ℎ(𝑥𝑗) + 𝑢𝑖)d𝑡 

 

+ 𝜎𝑚𝑔(𝑥𝑖)d𝑏𝑚 + 𝜎𝑐 ∑
𝑗=1

𝑁
 𝐿𝑖𝑗

* ℎ(𝑥𝑗)d𝑏𝑐 

 

𝑖 = 1, 2, …, 𝑁,            (1) 

donde 𝑥𝑖  = [𝑥𝑖1, …, 𝑥𝑖𝑛]T ∈ R𝑛 es el vector de 

estados del nodo 𝑖; 𝑓, ℎ : R𝑛 → R𝑛 son los campos 

vectoriales dos veces diferenciables que describen la 

dinámica individual determinista y la función de 

acoplamiento de salida, respectivamente; 

𝐿 = [𝑙𝑖𝑗] ∈ R𝑁×𝑁 es la matriz laplaciana que describe 

la configuración de la red, cuando existe una 

relación comercial entre el nodo de empresa 𝑖 y 𝑗, 

𝑙𝑖𝑗  = 1, en caso contrario 𝑙𝑖𝑗 = 0 ; 𝑐 > 0 es la 

intensidad de acoplamiento entre nodos vecinos; 𝑢𝑖 

es la entrada de control. 𝜎𝑚𝑔(𝑥𝑖)d𝑏𝑚 representa la 

incertidumbre del modelado o la dinámica ruidosa 

de las empresas, con 𝑏𝑚 siendo un proceso de 

Wiener unidimensional, 𝜎𝑚 modulando su varianza, 

y 𝑔 ∶  R𝑛  →  R𝑛 siendo la función de difusión no 

lineal; finalmente, el término 𝜎𝑐∑
𝑗=1

𝑁  𝑙𝑖𝑗ℎ(𝑥𝑗)d𝑏𝑐 

representa las incertidumbres de los flujos o el ruido 

presente en los flujos, con 𝑏𝑐 siendo un proceso de 

Wiener unidimensional, independiente de 𝑏𝑚, y 𝜎𝑐 

modulando su intensidad. 

 

 
Fig. 1 Topología de la red de cadena de suministro europea, 

incluyendo el enlace de comunicación con ruido. 
Fuente: Autores. 

 

La topología de la red de cadena de suministro 

considerada para el presente estudio, tal como se 

presenta en la Fig. 1, describe una cadena de 

suministro clásica en la cual las materias primas y 
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las piezas son adquiridas a un conjunto de 

proveedores, que envían estos materiales a nodos de 

plantas de producción representados por las 

fábricas. Los bienes producidos se envían luego a 

centros de distribución donde se realizan tareas de 

recolección, empaque, distribución y transporte para 

preparar y transportar los pedidos a las ubicaciones 

de los clientes en los mercados. 

2.2. Modelo de dinámica de los nodos 

 

Se modelan tres procesos dinámicos de negocio 

diferentes en cada empresa. En el caso de los 

proveedores, cada empresa tiene una capacidad de 

distribución en términos del número de unidades 

que puede enviar a las ubicaciones de las plantas de 

producción, una ubicación geográfica determinada 

que fija las características de los tiempos y costos de 

viaje, los cuales a su vez afectan los tiempos de 

entrega de la distribución, y los contratos 

comerciales vigentes que vinculan a los proveedores 

con determinadas plantas de distribución. El número 

de nodos de fábrica y sus conexiones son fijos. Estos 

atributos tienen un impacto en parámetros del 

sistema como el nivel de servicio, considerado en 

este estudio como la insatisfacción de los pedidos en 

el período anterior, el grado de distorsión de la 

información y el inventario de seguridad. El 

aumento de los tiempos de entrega podría conducir 

a una reducción de los niveles de servicio, y los 

efectos látigo causados por la distorsión de la 

información y los retrasos podrían conducir a un 

aumento de los inventarios de seguridad en toda la 

red, incrementando los costos, por ejemplo. 

 

Para cada tipo de nodo de la red existen condiciones 

de planificación de la gestión logística que 

determinan las cantidades de pedido que realiza 

cada nodo, los niveles de inventario establecidos y 

el número de unidades enviadas. Las plantas de 

producción también tienen una capacidad fija en 

términos del número de unidades que pueden 

producir y enviar, una ubicación determinada y una 

conexión con los centros de distribución. La 

variabilidad de la demanda puede afectar los 

programas de producción, lo que a su vez repercute 

en el nivel de servicio y en los costos de la política 

de gestión de inventarios. La capacidad de las 

operaciones de distribución también se describe 

mediante las cantidades y frecuencias que cada nodo 

puede proporcionar. En esta etapa pueden utilizarse 

diferentes tipos de proveedores de operaciones 

logísticas, lo que también introduce un nivel 

adicional de ruido en los tiempos de entrega, los 

costos y el nivel de servicio. 

 

En general, el estado de cada empresa (nodo), 𝑥𝑖, en 

una red de suministro está dado por: la cantidad de 

demanda para pedidos (𝑥𝑖1), la cantidad de 

suministro para distribución (𝑥𝑖2) y el inventario 

para producción (𝑥𝑖3), es decir, 𝑥𝑖 = [𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3]. 
Los parámetros del sistema son: la insatisfacción de 

los pedidos (𝑑SC) en el período anterior, el grado de 

distorsión de la información (𝑟SC) y los coeficientes 

de inventario de seguridad (𝑐SC). La dinámica de los 

nodos, 𝑓(𝑥𝑖(𝑡), 𝑡), puede formularse como en [13], 

[32], donde se utiliza el sistema de Lorenz [33] para 

representar el comportamiento dinámico del 

negocio en cada empresa: 

 

𝑓(𝑥𝑖) = [
𝑑SC(𝑥𝑖2 - 𝑥𝑖1)

𝑟SC𝑥𝑖1 - 𝑥𝑖2 - 𝑥𝑖1𝑥𝑖3

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 - 𝑐SC𝑥𝑖3

] . 

 

Los parámetros del sistema se seleccionan como 

𝑎SC = 10, 𝑏SC = 28 y 𝑐SC = 8 3⁄ , para asegurar el 

comportamiento caótico de las cadenas de 

suministro. 

 

2.3. Objetivo de control de la red 

 
2.3.1. Disrupción de la red: La disrupción en la red 

de cadena de suministro considerada en este estudio 

puede adoptar diferentes formas. Una fuente de 

disrupción podría ser los cambios en la distribución 

de los parámetros debidos a cambios del mercado. 

Otra fuente de disrupción pueden ser las reducciones 

de la capacidad de los nodos debidas a eventos 

externos como desastres naturales, huelgas, razones 

políticas que bloquean el comercio internacional, 

ataques terroristas o eventos disruptivos globales 

como la actual pandemia de Covid-19. Finalmente, 

los cambios en la topología de la red, en términos de 

la reducción o el aumento del número de nodos o de 

enlaces de conexión en la red, también pueden ser 

una fuente de disrupción. Estos eventos pueden ser 

causados por los eventos externos mencionados 

anteriormente, por crisis financieras o por otros. 

Podrían adoptar la forma de ciertos nodos de alta 

capacidad que son reemplazados por varios otros de 

menor capacidad, operadores logísticos que 

gestionan un subconjunto diferente de enlaces, o 

cambios en los acuerdos comerciales entre socios. 

Las operaciones de planificación y los procesos de 

gestión de la distribución determinan el número de 

unidades que cada nodo ordena a los niveles previos, 

las políticas internas de gestión de inventarios y las 

cantidades a enviar por cada canal de distribución. 

Estas operaciones dependen de pronósticos de la 

demanda, que son menos precisos cuando se trata de 

demandas estocásticas. También dependen de 

parámetros como los tiempos de viaje, los tiempos 
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de entrega y los costos, que no solo son estocásticos 

en este tipo de redes complejas, sino que, cuando se 

ven afectados por los problemas mencionados 

anteriormente, tienen un impacto disruptivo en la 

red. 

 

2.3.2. Recuperación resiliente de la red: La 

recuperación resiliente de la red se representa como 

el retorno al nivel de desempeño deseado o al estado 

programado después de una disrupción. Podemos 

relacionar esta propiedad con la sincronización de 

toda la red de la siguiente manera. 

 

Definición 1: La recuperación resiliente es el 

proceso de sincronización entre la red y la red 

programada. 

 

Por lo tanto, el objetivo de control de 𝑢𝑖(𝑡) se define 

como forzar a (1) a sincronizarse con una trayectoria 

de referencia de un nodo aislado, el fijador, 𝑥𝑟  = 

𝑥𝑟(𝑡), cuya dinámica está dada por 

 

d𝑥𝑟 = 𝑓(𝑥𝑟)dt + 𝜎𝑚𝑔(𝑥𝑟)d𝑏𝑚.                   (2) 

 

En consecuencia, definimos el error de 

sincronización como 

 

𝑒 = [𝑒1
T, …, 𝑒𝑁

T]T , 

 

donde 𝑒𝑖 = 𝑥𝑖 – 𝑥𝑟. La dinámica del error de 

sincronización puede definirse para cada nodo 

𝑖 ∈ 𝒱, combinando (1) y (2), de la siguiente manera: 

 

d𝑒𝑖 = (𝑓(𝑥𝑖) - 𝑓(𝑥𝑟) - 𝑐 ∑ 𝐿𝑖𝑗ℎ(𝑥𝑗)

N

j=1

 + 𝑢𝑖) dt + 

𝜎𝑚(𝑔(𝑥𝑖) - 𝑔(𝑥𝑟))d𝑏𝑚 + 𝜎𝑐 ∑ 𝐿𝑖𝑗
* ℎ(𝑥𝑗)

N

j=1

d𝑏𝑐      (3) 

 

El objetivo de control anterior puede lograrse 

aplicando una cantidad mínima de acciones de 

control por retroalimentación en los nodos de la red, 

lo cual se conoce como técnica de control tipo PIN 

[17], [18], que está dada por 

 

𝑢𝑖 = -𝑝𝑖𝜓𝑒𝑖,   𝑢𝑖 ∈ R𝑛 
    (4) 

           
donde 𝑝𝑖  = 1 para 𝑖 ∈ P ⊆ V, mientras que es cero en 

caso contrario y 𝜓 > 0 es una constante positiva, que 

es un parámetro de diseño del control. Sin pérdida 

de generalidad, supóngase que los primeros Q nodos 

están fijados con Q ≤ N. Entonces, denotamos 𝑃 = 

(𝑝𝑖𝜓) ∈ RN×N como una matriz diagonal con Q 

elementos 𝜓, y sus N - Q elementos restantes son 

todos cero. 

 

Definición 2: La red controlada (1)-(4) está 

controlada por fijación en media cuadrática sobre 

𝑥𝑟(𝑡) si existe una constante 𝜓 y un conjunto de 

nodos fijados 𝒫 para los cuales la solución trivial 

𝑒(𝑡) = 0 de la dinámica del error de sincronización 

(3) es globalmente exponencialmente estable en 

media cuadrática [34], es decir, si existen α1, α2 > 0 

tales que, para todo e0 ∈ ℝn, t ∈ ℝ≥0, 

 

𝐸[‖𝑒(𝑡)‖2]  ≤  𝛼1 ‖𝑒0‖2 𝑒𝑥𝑝(−𝛼2𝑡) 

 

Definición 3: [34, Teorema 6.2, pág. 32] 

Considérese una función V(e) definida positiva, 

radialmente no acotada y dos veces continuamente 

diferenciable. El operador ℒ asociado a la ecuación 

estocástica de Itô (3) se define como: 

 

 
 

donde 

𝜑(𝑒)  =  𝑓(𝑥𝑖)  −  𝑓(𝑥𝑟)  −  𝑐 ∑ 𝐿𝑖𝑗ℎ(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

 +  𝑢𝑖 , 

 

𝜂1(𝑒)  =  𝜎𝑚(𝑔(𝑥𝑖)  −  𝑔(𝑥𝑟)),   y   

𝜂2(𝑒)  =  𝜎𝑐 ∑ 𝐿𝑖𝑗
∗ ℎ(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

. 

 

Lema 1: [35, Teorema 5.11] Si existen una función 

V(e) definida positiva y diferenciable, y tres 

escalares positivos β1, β2, β3 tales que: 

  

𝛽1‖𝑒‖2  ≤  𝑉(𝑒)  ≤  𝛽2‖𝑒‖2 

 (5a) 

  

ℒ𝑉(𝑒)  ≤  −𝛽3‖𝑒‖2           (5b) 

 

entonces la solución trivial del sistema (3) es estable 

en media cuadrática en probabilidad. 

 

Definición 4: La red controlada (1)-(4) satisface la 

recuperación resiliente si la solución trivial e(t) = 0 

del sistema (3) es globalmente exponencialmente 

estable en media cuadrática. 
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3. DISEÑO DEL CONTROL TIPO PIN 

 
Teorema 1: [36] Si (i) para la red compleja 

controlada (1)-(4), existe una constante positiva 

𝜃𝑓  >  0 tal que (𝑧 −  𝑦)𝑇(𝑓(𝑧)  −  𝑓(𝑦))  ≤

 𝜃𝑓(𝑧 −  𝑦)𝑇(𝑧 −  𝑦), ∀𝑧, 𝑦 ∈  ℝ𝑛; (ii) la función h 

es globalmente Lipschitz con constante 𝜃ℎ y, para 

todo 𝑦, 𝑧 ∈  ℝ𝑛, 𝑡 ∈  ℝ, existe 0 <  𝜃𝑙  ≤  𝜃ℎ, tal 

que (𝑧 −  𝑦)𝑇(ℎ(𝑧)  −  ℎ(𝑦))  ≥  𝜃𝑙(𝑧 −
 𝑦)𝑇(𝑧 −  𝑦); (iii) la función g es globalmente 

Lipschitz con constante 𝜃𝑔; (iv) se cumple la 

siguiente desigualdad: 

 

       𝑀 ∶=  (𝜃𝑠𝑛𝐼𝑁  −  𝑃 −  𝑐𝜃𝑙𝐿)  <  0         (6) 

 

donde 

𝜃𝑠𝑛  =  𝜃𝑓  +  
1

2
(𝜎𝑚

2 𝜃𝑔
2  +  (𝜎𝑐𝜃ℎ𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐿∗))

2
), 

 

entonces la red (1)-(4) está globalmente controlada 

por fijación en media cuadrática sobre 𝑋𝑟(𝑡). 
 

La demostración completa del Teorema 1 se 

presenta en [36]. Un esbozo de esta demostración es 

el siguiente. Primero, se considera una función 

candidata de Lyapunov de control para la red 

controlada (1)-(4), como 

𝑉(𝑒)  =  ∑ 𝑒𝑖
𝑇𝑒𝑖/2

𝑁

𝑖=1

. 

 

Después, se aplica el operador diferencial ℒ a V(e), 

de acuerdo con la Definición 3 

 

 
 

Siguiendo adecuadamente los pasos del 

procedimiento matemático, se obtienen las 

siguientes cotas: 

 

(a)  

∑ 𝑒𝑖
𝑇(𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑟)  + 𝑢𝑖)

𝑁

𝑖=1

≤  𝑒𝑇[(𝜃𝑓𝐼𝑁 − 𝑃) ⊗ 𝐼𝑛]𝑒. 

 

(b)  

− ∑ 𝑒𝑖
𝑇𝑐 ∑ 𝐿𝑖𝑗ℎ(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

 ≤  𝑐𝜃𝑙𝑒
𝑇(𝐿 ⊗  𝐼𝑛)𝑒. 

 

(c)  

∑
𝜎𝑚

2

2
‖𝑔(𝑥𝑖)  −  𝑔(𝑥𝑟)‖2

𝑁

𝑖=1

 ≤  
𝜎𝑚

2 𝜃𝑔
2

2
𝑒𝑇𝑒. 

 

(d)  

∑
𝜎𝑐

2

2
‖ ∑ 𝐿𝑖𝑗

∗ ℎ(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

‖2

𝑁

𝑖=1

≤  
1

2
(𝜎𝑐𝜃ℎ𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐿∗))

2
𝑒𝑇𝑒. 

 

Combinando las cotas (a)-(d), obtenemos 

 

ℒ𝑉(𝑒)  ≤  𝑒𝑇[(𝜃𝑠𝑛𝐼𝑁  −  𝑃 −  𝑐𝜃𝑙𝐿) ⊗  𝐼𝑛]𝑒 

=  𝑒𝑇(𝑀 ⊗  𝐼𝑛)𝑒 ≤  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑀)‖𝑒‖2 

 

Dado que 𝑀 <  0, al seleccionar 𝛽1  =  𝛽2  =  1 y 

𝛽3  =  −𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑀), se cumple (5). Por lo tanto, a 

partir del Lema 1, podemos concluir que la solución 

trivial 𝑒(𝑡)  =  0 de la dinámica del error de 

sincronización (3) es estable en media cuadrática en 

probabilidad. 

 

La condición (i) es un requisito común para el 

campo vectorial 𝑓(·,·) en el marco de las redes 

complejas [22]; varios grupos de sistemas 

dinámicos, incluidos sistemas caóticos como el 

sistema de Lorenz, el sistema de Chen, el sistema de 

Lü y el circuito de Chua, satisfacen esta suposición.  

Las condiciones (ii)-(iii) son poco conservadoras y 

se han utilizado en la literatura sobre el control de 

sistemas dinámicos de redes estocásticas [30], [37].  

La condición (iv) está relacionada con la estabilidad 

de la red, donde 𝜃𝑠𝑛 agrupa la influencia de la 

dinámica de los nodos (𝜃𝑓), la dinámica del ruido 

(𝜎𝑚𝜃𝑔), y el ruido presente en los flujos 

(𝜎𝑐𝜃ℎ𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐿∗)). Adicionalmente, se observa que la 

topología de la red (𝑐𝜃𝑙𝐿) afecta la estabilidad. Si la 

red no controlada (𝜓 =  0) no se sincroniza en el 

estado deseado, es posible diseñar un controlador 

tipo PIN basado en la condición (iv), donde el 

problema de control consiste en determinar la matriz 

de control P, es decir, determinar cuántos y cuáles 

nodos deben elegirse como PIN, sujeto a la 

condición de que la matriz característica M sea 

definida negativa. A continuación, recordamos una 

condición necesaria sobre el número Q de nodos que 

se fijarán, una condición necesaria sobre la ganancia 

de acoplamiento c y una condición suficiente sobre 

el parámetro ψ tal que 𝑀 <  0. 

 

Teorema 2: [21] Si la matriz 𝑀𝑜𝑝𝑒𝑛  =  𝜃𝑠𝑛𝐼𝑁  −

 𝑐𝜃𝑙𝐿 tiene 𝑝 >  𝑄 valores propios no negativos, 

entonces, para todo 𝜓 ∈  ℝ, 𝑀 ≮  0. 
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El análisis teórico del Teorema 2 no es difícil; la 

demostración sigue los mismos pasos de [21, 

Proposición 7.1], por lo que se omite su 

demostración. La utilidad de este resultado es 

determinar la cantidad mínima de nodos fijados. 

Ahora, la matriz M puede descomponerse como 

 

𝑀 =  [
𝐴 −  𝜓𝐼𝑄 𝐵

𝐵𝑇 𝑀̃
] 

 

donde A y B son matrices con dimensiones 

apropiadas, y aprovechamos el complemento de 

Schur [38] para demostrar lo siguiente: 

 

Lema 2: Si 𝑀̃  <  0 y 𝜓 >  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴 −  𝐵𝑀̃−1𝐵𝑇), 

entonces 𝑀 <  0. 

 

Demostración: Dado que 𝜓 >  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴 −

 𝐵𝑀̃−1𝐵𝑇), tenemos que 𝐴 −  𝜓𝐼𝑄  −  𝐵𝑀̃−1𝐵𝑇  <

 0. Del complemento de Schur [38], la hipótesis de 

que 𝑀̃  <  0 conduce a la tesis.                              ■

     

Obsérvese que este resultado determina cómo 

diseñar el parámetro ψ para el controlador tipo PIN 

(4). 

 

Corolario 1: Sean válidas las condiciones (i)-(iii) 

del Teorema 1. La red estocástica (1)-(4) es 

controlable por tipo PIN en media cuadrática sobre 

𝑥𝑟(𝑡) si 𝜓 >  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴 −  𝐵𝑀̃−1𝐵𝑇), y 𝜃𝑠𝑛  −

 𝑐𝜃𝑙𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐿̃)  <  0, donde 𝐿̃ es la matriz obtenida al 

eliminar las primeras Q filas y columnas de la 

laplaciana L. 

 

Demostración: Primero, observemos que el 

elemento genérico ij de la matriz 𝑀𝑜𝑝𝑒𝑛  =

 𝜃𝑠𝑛𝐼𝑁  −  𝑐𝜃𝑙𝐿 puede escribirse como 

  

𝑚𝑖𝑗  =  {
𝜃𝑠𝑛  −  𝑐𝜃𝑙𝐿𝑖𝑖, si 𝑖 =  𝑗,
−𝑐𝜃𝑙𝐿𝑖𝑗 , en otro caso.

 

     (7) 

 

Recordando que el elemento 𝐿𝑖𝑖  en un grafo es el 

grado del nodo i, definido como 

 

𝑑𝑖  =  𝐿𝑖𝑖  =  − ∑ 𝐿𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

 

Una condición necesaria para que 𝑀𝑜𝑝𝑒𝑛 sea 

definida negativa es que todas sus entradas 

diagonales sean negativas; por lo tanto, una 

condición necesaria sobre la ganancia de 

acoplamiento c es 

𝑐 >  
𝜃𝑠𝑛

𝜃𝑙𝑑𝑖

, 

es decir, 

𝑐 >  
𝜃𝑠𝑛

𝜃𝑙𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐿̃)
, 

 

Por los demás resultados, a partir del Teorema 1 y el 

Lema 2, se sigue la tesis.                             ■ 

   

Obsérvese que el Teorema 1 y el Corolario 1 pueden 

utilizarse para evaluar la controlabilidad por fijación 

en media cuadrática, y se puede identificar un 

número suficiente de nodos que deben fijarse. 

 
Fig. 2 Señal temporal de la norma del error de sincronización 

‖e(t)‖, para toda la red de cadena de suministro. 

Fuente: Autores. 

 

4. RESULTADOS DE LA SIMULACIÓN 

 

4.1. Red de cadena de suministro caótica 

estocástica 

 

Las funciones de acoplamiento y de difusión se 

seleccionan como ℎ(𝑥𝑖 , 𝑡)  =  𝑔(𝑥𝑖 , 𝑡)  =  𝑥𝑖(𝑡), 

respectivamente; la intensidad de acoplamiento es 

𝑐 =  33. La estructura de la red de cadena de 

suministro se basa en el caso de estudio de Cardoso 

et al [39], que es una red de suministro europea con 

37 nodos, que incluye 11 proveedores de materia 

prima, 3 fábricas, 5 almacenes y 18 mercados. La 

topología que describe los enlaces deterministas y 

ruidosos entre los nodos se ilustra en la Fig. 1. 

Suponemos 𝜎𝑚  =  𝜎𝑐  =  0.1, que modulan la 

intensidad del ruido en la dinámica de los nodos y 

en los enlaces de comunicación. El objetivo de 

control de la señal 𝑢𝑖(𝑡) es sincronizar la red (1) con 

𝑥𝑟(𝑡), que es la trayectoria de un nodo aislado. 

 

El parámetro 𝜃𝑓 para este caso puede calcularse 

utilizando el mismo proceso de [22], 𝜃𝑓  =  28. 

Adicionalmente, para la función de acoplamiento 

ℎ(𝑥𝑖 , 𝑡) obtenemos 𝜃𝑙  =  1, 𝜃ℎ  =  1 and 𝜃𝑔  =  1. 

Obsérvese que 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐿∗)2  =  78.8 y 𝜃𝑠𝑛  =  28.4. 
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Calculando la cardinalidad 𝑝 del conjunto {𝜆 ∈
 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝜃𝑠𝑛𝐼𝑁  −  𝑐𝜃𝑙𝐿) ∶  ℜ(𝜆)  ≤  0}, el número 

mínimo de nodos fijados es ocho. Seleccionamos los 

nodos 12-19 como fijados, que corresponden a las 3 

fábricas y los 5 almacenes. Con esta selección, 

verificamos que 𝑀̃  <  0 utilizando el Lema 2, tras 

calcular la cota del parámetro de control 𝜓 mediante 

el Corolario 1, que es 𝜓 >  747.7. Al seleccionar 

𝜓 =  750, se satisface la condición principal del 

Teorema 1, es decir, la matriz 𝑀 es definida 

negativa. 

 

La red de cadena de suministro propuesta se simula 

para 100 condiciones iniciales aleatorias diferentes; 

posteriormente, los resultados se promedian. Como 

se muestra en la Fig. 2, al utilizar el control tipo PIN 

con los parámetros de diseño, la red en lazo cerrado 

cumple las condiciones de estabilidad establecidas 

en los resultados analíticos, es decir, la norma del 

error de sincronización converge exponencialmente, 

satisfaciendo la definición de estabilidad en media 

cuadrática. El esquema propuesto puede ayudar a 

los gestores de la cadena de suministro a seleccionar 

las estrategias de control adecuadas para garantizar 

la resiliencia, permitiendo reducir los sobrecostos y 

satisfacer la demanda en los diferentes nodos. 

 

5. CONCLUSIONES 

 

Este artículo analiza cómo garantizar la 

recuperación resiliente de una red de cadena de 

suministro caótica estocástica frente a problemas de 

perturbación o disrupción. El modelo de red 

propuesto se ve afectado por dos tipos diferentes de 

ruido. La recuperación resiliente de la red de 

suministro se ha definido como el proceso de 

sincronización entre la red real y la red programada. 

Este objetivo se logra mediante una ley de control 

tipo PIN. Se presenta una metodología para el 

diseño del controlador tipo PIN. Los resultados de 

simulación ilustran la eficacia del enfoque 

propuesto. 
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