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RESUMEN

La formulacién hamiltoniana de la relatividad general en el formalismo de segundo orden lleva a
las variables ADM (Arnowitt - Deser - Misner), donde la dindmica de la teoria esta codificada en
la “evolucion” de la métrica de las 3-geometrias que folian el espacio-tiempo. Por otro lado, uno
puede desarrollar el analisis candnico de la accion de Palatini (0 Holst), la cual constituye una
formulacion de primer orden de la relatividad general donde el campo gravitacional es representado
no por un tensor métrico, sino por un marco ortonormal junto con una conexion de Lorentz. Ya sea
eliminando las constricciones de segunda clase o sin introducirlas en el proceso,

uno obtiene un espacio de fases parametrizado por variables manifiestamente covariantes de
Lorentz sujetas a la constriccion de Gauss, la de difeomorfismos y la escalar. Estas dos ultimas
deben estar asociadas con las que surgen en el formalismo ADM, por lo que encontrar la relacion
precisa entre ambas formulaciones candnicas de la relatividad general se hace necesario. Esta tesis
constituye un primer paso para establecer esta relacion. Con este fin, en este trabajo se realiza el
analisis canonico de la accion de Palatini en n-dimensiones (para n > 2) con constante
cosmologica, que involucra solo constricciones de primera clase (siguiendo de cerca el método
desarrollado en (Montesinos, Escobedo, Romero, & Celada. (2020)). Esto es corroborado
explicitamente a través del calculo del algebra de constricciones de la teoria, mostrando que esta
cierra y es consistente. Finalmente, se lleva a cabo el conteo de grados de libertad fisicos de la
teoria y se encuentra que coinciden con los de la formulacion ADM.
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ABSTRACT

The Hamiltonian formulation of general relativity in the second-order formalism leads to the
variables ADM (Arnowitt - Deser - Misner), where the dynamics of the theory is encoded in the
"evolution™ of the metric of the 3-geometries that folian the space time. On the other hand, one can
develop the canonical analysis of the Palatini (or Holst) action, which constitutes a first-order
formulation of general relativity where the gravitational field is represented not by a metric tensor,
but by an orthonormal frame together with a Lorentz connection. Either eliminating the second-
class constraints or not introducing them into the process, one obtains a phase space parametrized
by manifestly covariant Lorentz variables subject to Gaussian, diffeomorphism, and scalar
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constraints. These last two must be associated with those that arise in the ADM formalism, so
finding the precise relationship between both canonical formulations of general relativity becomes
necessary. This thesis is a first step in establishing this relationship. To this end, in this work the
canonical analysis of the Palatini action in n-dimensions (for n> 2) with cosmological constant is
performed, which involves only first class constrictions (closely following the method developed
in (Montesinos, Escobedo , Romero, & Celada. (2020)). This is explicitly corroborated through the
calculation of the algebra of constrictions of the theory, showing that it is close and consistent.
Finally, the physical degrees of freedom of the theory are counted. theory and found to match those
of the ADM formulation.

Keywords: Relativity, canonical analysis, action, Hamiltonian.

. Introduccién

La relatividad general (RG) es una teoria geométrica de la gravedad concebida por Albert Einstein,
basada en dos principios esenciales: el principio de covarianza general, que puede expresarse Como:
“las leyes de la fisica deben ser las mismas para cualquier observador", y el principio de equivalencia,
que establece que “las leyes de la relatividad especial se aplican de forma local para todo observador
inercial”. La teoria de la RG ha jugado un rol importante en las ultimas décadas, puesto que ha
revolucionado el pensamiento fisico-matematico involucrado en la descripcion de los fendmenos
macroscopicos. La nocion relativa de la teoria juega con la intuicion misma, marcando el hecho de
gue en ningun marco de referencia sea este inercial o no, es distinguible la presencia de un campo
gravitacional por medio de experimentos locales. Esto esta justamente postulado como el principio
de equivalencia de Einstein (PEE): “las leyes de la fisica se reducen a las de la relatividad especial
en regiones lo suficientemente pequefias del espacio-tiempo, en las cuales es imposible detectar la
existencia de un campo gravitacional mediante experimentos locales”. Asi, la interaccion
gravitatoria deja de ser pensada como una fuerza a distancia para convertirse en una caracteristica
del espacio-tiempo, es decir, en la geometria intrinseca del espacio-tiempo mismo.

El PEE muestra que la gravedad es geométrica, dado que no es distinguible encontrarse bajo
aceleracion uniforme o en un campo gravitacional uniforme: como la aceleracion es un concepto
geométrico, entonces la gravedad también debe serlo. En la teoria de Newton el potencial
gravitacional satisface la ecuacion de Poisson, la cual relaciona segundas derivadas del potencial con
la densidad de materia. Al trasladar el concepto a relatividad, se generaliza utilizando un tensor que
contenga segundas derivadas del tensor métrico y ese tensor es la curvatura de Riemann. El hecho
de que el tensor métrico se interprete como potencial gravitacional, viene de postular que el
movimiento en el campo gravitacional se dé a lo largo de geodésicas. Esto se justifica con el hecho
de que, en pequefias regiones, al poder igualar gravedad y aceleracion, es como si no hubiera
gravedad y las trayectorias fueran, en pequefias regiones lineas rectas, es decir, geodésicas de espacio
plano. Asi, se postula que el movimiento de particulas de prueba en general sean geodésicas (las
lineas mas rectas posibles de un espacio dado, que en espacios métricos coinciden con las curvas
que extremalizan la distancia). Esto lleva a la propuesta de que lo que experimentamos como
gravedad, es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo (Sean M. Carroll (1997)).
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Para implementar el principio de covarianza generalizado, la RG hace uso del lenguaje tensorial, el
cual contiene objetos definidos sobre cada punto de una variedad diferenciable (modelo de espacio-
tiempo), que poseen ciertas reglas de transformacion bien definidas ante cambios arbitrarios de
coordenadas. Estos tensores a su vez determinan propiedades geométricas Y fisicas de la variedad
diferenciable, y entre ellos podemos resaltar al tensor métrico g(U; V ), el tensor de curvatura de
Riemann R(X; Y )Z (M. Nakahara (2003)) vy el tensor de energia-momento T(U; V), los cuales
constituyen la materia prima en la ecuacion de campo para gravedad de Einstein:

1
Ruv - ERgp.v + Agp.v = kTp.v (l)

La teoria de la RG, ha sido experimentalmente verificada en numerosas ocasiones desde su
formulacion y publicacion; vale la pena mencionar dos predicciones (tempranas) que marcaron el
auge de la teoria. La primera publicada el 18 de noviembre de 1915, "Explicacién del movimiento
del perihelio de Mercurio a partir de la teoria general de la relatividad”. En la segunda, Einstein
descubri6 que la desviacion de la luz para una estrella situada visualmente justo en el borde del Sol,
tenia un desplazamiento aparente de 1;74°’. De hecho, después de varios intentos para medir la
desviacion, dos expediciones britanicas en 1919 confirmaron la prediccion de Einstein al obtener
una precision del 1% con los valores predichos por la RG (JJ O’Connor and EF Robertson
(1996)).

Recientemente la RG ha gozado de gran exposicién mediatica gracias a la deteccion de ondas
gravitacionales. EIl 11 de febrero 2016, las colaboraciones LIGO, Virgo y GEO600 anunciaron la
primera deteccion de ondas gravitacionales, producidas por la fusion de dos agujeros negros [8].
Otra prediccion fundamental de la teoria de la RG es la existencia de agujeros negros . Una
caracteristica principal de estos es su horizonte de eventos, un limite causal unidireccional en el
espacio-tiempo del cual ni siquiera la luz puede escapar. Casi un siglo después de los resultados
obtenidos por Schwarzschild, siguen siendo el nicleo de las preguntas fundamentales para unificar
la RG con la mecanica cuantica.El 10 de abril del 2019, una red de ocho telescopios (Event Horizon
Telescope, una matriz global de interferometria de linea de base muy larga que observa a una
longitud de onda de 1.3 mm) en distintos lugares del planeta, permiti6 captar la primera imagen real
del horizonte de eventos de un agujero negro supermasivo, en el centro de la galaxia eliptica gigante
M87 (Akiyama et al (2019)). En general, la imagen observada es consistente con las expectativas
para la sombra de un agujero negro de Kerr como lo predice la RG. La asimetria en la intensidad de
luz que se observa en el anillo, puede explicarse haciendo uso de la radiacion Doppler (radiacion
relativista), puesto que en la mitad “inferior” de la imagen procesada, el material que se acerca al
espectador a velocidades relativistas se percibe con mas brillo que el material que se aleja (Akiyama
et al (2019)). Estos elementos hacen de la RG una de las mejores teorias existentes para la
descripcion de los fendmenos gravitacionales.

Sin embargo, desde el punto de vista tedrico la situacién no es tan acogedora. A lo largo de los afios
se ha realizado una gran cantidad de esfuerzos para desarrollar un marco para la formulacién
candnica hamiltoniana de la RG. EI mas conocido e influyente de estas formulaciones, es el llamado
formalismo ADM, nombrado por sus autores Richard Arnowitt, Stanley Deser y Charles W. Misner.
La construccion clasica de la teoria hamiltoniana a partir de este punto implica el céalculo de los
momentos candnicamente conjugados a las variables dinamicas, es decir, a las componentes del
tensor métrico, tomando la derivada parcial de la densidad lagrangiana respecto de las velocidades.
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Pero es necesario privilegiar alguna de las coordenadas como el tiempo para poder definir
velocidades. Esto parece romper la invarianza bajo difeomorfismos. Sin embargo, este no es el caso
porque dicha separacion del espacio-tiempo en espacio y tiempo es completamente arbitraria. La
arbitrariedad, de hecho, agota el grupo de difeomorfismos completo. Dado que la accion ADM es
invariante bajo difeomorfismos, no depende de esta division auxiliar y su variacion con respecto a
ella conduce, como es l6gico, a los generadores de este grupo de invarianza. La complicacion
algebraica a la que lleva tal procedimiento es enorme. Podemos

darnos una idea de dicha complejidad con el hecho de que P.A.M. Dirac dedicara mas de una década
en tal intento sin llegar a resultados satisfactorios

El formalismo candnico se ha desarrollado, en particular, con miras a la cuantizacién canénica de la
gravedad. En los Gltimos afios una variante de las variables canonicas ADM (las variables de
Ashtekar-Barbero) se ha vuelto muy popular y forma la base del llamado enfoque de gravedad
cuéntica de lazos. Pero la RG es una teoria de la gravedad para la cual no existe una version cuantica
exitosa por el momento. Esto es debido a que los métodos de cuantizacién de campo convencionales
se basan en la expansion perturbativa del campo débil. Su aplicacion a la RG falla porque produce
una teoria no re-normalizable, dado que surge una infinidad de parametros independientes
(coeficientes de contratérmino) necesarios para definir la teoria. Sin embargo, una eleccion dada
para esos parametros podria darle sentido a la teoria, pero como es imposible realizar

infinitos experimentos para fijar los valores de cada parametro, se ha argumentado que no se tiene,
en la teoria de perturbaciones, una teoria fisica con sentido.

La no—cuantizabilidad proviene del hecho, de que en esta teoria se estaria cuantizando la geometria,
es decir, el fondo mismo sobre el cual se formula la teoria. Esta situacion es bastante diferente de lo
que ocurre en otras teorias en las que la cuantizacion se realiza sobre un fondo fijo. Asi, una teoria
de gravedad cuantica implicaria una comprension profunda de lo que significan el espacio y

el tiempo en el régimen cuantico (Mendoza, J et al (2021), algo en la cual radica tanto la dificultad
de su obtencion como la belleza de la misma. Parece entonces que la alternativa mas viable para
obtener una teoria cuantica de la gravedad, consiste en desarrollar un enfoque de cuantizacion no
perturbativo e independiente del fondo del campo gravitacional. Entre los candidatos mas
promisorios en esta linea de pensamiento tenemos a la gravedad cuantica de lazos (Loop Quantum
Gravity, LQG), la cual predice una estructura discreta del espacio a escalas microscopicas. Dado que
dicho modelo se basa en una de las formulaciones canonicas de la relatividad general, es interesante
entender como tales formulaciones estan relacionadas a nivel clasico. Esto a su vez podria proveer
nuevos puntos de partida para desarrollar una cuantizacion candnica de la gravedad donde los
problemas que presentan los modelos actuales (como la ambigledad de Immirzi o la recuperacion
de un apropiado limite clasico, entre otros) puedan ser resueltos de una forma satisfactoria.

Si bien la gravedad cuantica de lazos es uno de los modelos candidatos para la cuantizacion del
campo gravitacional, esta basada en las variables de Ashtekar-Barbero para la RG que surgen del
andlisis candnico de la accion Holst. Aunque las ecuaciones derivadas de esta accion son las
ecuaciones de campo para gravedad de Einstein, contiene un parametro libre que resulta importante
a nivel cuantico. Se cree que la presencia del llamado parametro de Immirzi puede deberse al hecho
de que las variables de Ashtekar-Barbero se obtienen mediante el uso de la norma temporal, que
rompe la invarianza de Lorentz reduciéndola a la invarianza rotacional para simplificar la
construccion de la teoria cuantica asociada. Debido a esto, han habido varios intentos para construir
una descripcidn candnica covariante de Lorentz del espacio de fase de la RG que busca resolver la
4
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ambigledad de Immirzi. Como es bien sabido, existen diferentes formas en las que puede definirse
un lagrangiano para describir la dindmica clésica de un sistema fisico. Asi pues, las ecuaciones de
campo para gravedad de Einstein pueden ser derivadas de una accion diferente, que depende de un
par de variables independientes, la tétrada (o marco ortonormal) y una conexién de Lorentz, la cual
es conocida como la accidn de Hilbert-Palatini (HP) y provee un lagrangiano de primer orden para
la RG que, ademas, tiene multiples relaciones con otras acciones relevantes (P. Peldan (1994)). Con
la introduccion de la tétrada, la RG pasa a ser una teoria dotada con dos simetrias fundamentales: la
invarianza bajo difeomorfismos (una forma mas técnica de expresar la covarianza general) y la
invarianza ante transformaciones locales de Lorentz, las cuales implementan cambios de marcos
ortonormales en cada punto del espacio-tiempo. El uso de la tétrada y la conexién es de gran utilidad
en la formulacién de una accién fermionica generalmente covariante, que acopla los fermiones a la
gravedad (M. Montesinos, et al (2018)).

La accién de Palatini es solo uno de varios intentos involucrados en la busqueda de una densidad
lagrangiana para obtener gravedad pura. Por ende, existen otros tipos de acciones que involucran
diferentes campos o estructuras matematicas (ver (M. Montesinos, et al (2016)) para formulaciones
usando 2-formas). Un ejemplo de ello esta en la accion de Palatini auto-dual, que puede verse como
la base lagrangiana para la formulacion de Ashtekar de la gravedad candnica (M. Montesinos, et al
(2016)). Esta constituye una formulacién compleja de la RG para la que se deben especificar
condiciones de realidad apropiadas para recuperar la teoria real. La accion Holst (Séren Holst
(1996)), que es la base de la version de variables reales de la teoria de Ashtekar, puede verse como
una generalizacion de la accién HP. Cuando se realiza un analisis canonico covariante de Lorentz
de la RG, se encuentra que este contiene constricciones de segunda clase. Estas constricciones se
pueden tratar de manera equivalente introduciendo el paréntesis de Dirac o resolviéndolas de forma
explicita. Vale la pena mencionar que, aunque el enfoque derivado en (Nuno Barros E Sa (2001))
ciertamente es covariante de Lorentz, no lo es manifiestamente covariante de Lorentz (es decir, las
simetrias involucradas no se muestran de forma explicita).

Dado que nos gustaria mantener intactas las simetrias clasicas de la RG tanto como sea posible, cabe
preguntarse si es plausible resolver las restricciones de segunda clase de manera manifiestamente
covariante de Lorentz, obteniendo una respuesta afirmativa en (Richard Arnowitt, Stanley Deser,
and Charles W. Misner (2008)). Tal formulacion, restringida a la accion de Palatini, es la que
deseamos relacionar con la formulacion ADM de la relatividad general, es decir, queremos
establecer un puente entre ambas formulaciones. Por lo tanto, el propdsito de esta tesis es realizar un
andlisis candnico de la accion de HP, sin involucrar constricciones de segunda clase, con el fin de
encontrar una relacion con el formalismo ADM, identificando tanto las variables dinamicas como
las no dindmicas, y analizando el comportamiento de las constricciones que surgen en ambos
formalismos, siguiendo de cerca el trabajo desarrollado por los autores de (M. Montesinos, et al
(2020)). Esto permitiria establecer un puente directo entre ambos formalismos, sin involucrar ni
constricciones de segunda clase ni rompimientos de la simetria interna, algo que llenaria un gap en
la literatura de las diferentes formulaciones de la relatividad general. Esto nos permitira en futuros
trabajos, analizar el comportamiento de formalismos mas generales/complejos (entre ellas la accién
de Holst), que tienen como base el formalismo de Palatini.
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[l. Formalismo candnico

2.1 Lagrangiano de Hilbert-Palatini

Al considerar la conexién afin y la métrica como variables independientes en el principio de accién
de EH, la accion pasa a ser una formulacién de primer orden ya que solo primeras derivadas de las
variables son involucradas, y por lo tanto, no complican demasiado las ecuaciones de Euler-
Lagrange. Dicha accidn fue considerada por Attilio Palatini y fue denominada la accion de Hilbert-
Palatini (HP).

Hasta el momento la relatividad general propuesta por A. Einstein, hace uso de la compatibilidad
métrica y torsion cero, las cuales restringen la conexion a la de Levi-Civita. Sin embargo, es posible
considerar ahora la accién de EH con

la conexidn afin arbitraria (1,,)

S[guw '] = fyy d™x/1gI R (2)

para M, una variedad m-dimensional y sin bordes 6M = 0. El lagrangiano pasa a ser una funcién
que depende de dos variables, la métrica y la conexion, por ende, se obtienen nuevas ecuaciones
propias como resultado de la variacion respecto a cada una de las variables.

1 8S[guv.l] ~ 1.~
m SgPllW = Ruv(r) - ER(F)guv =0 (3)

Aqui, sin embargo, no se obtienen las ecuaciones de campo para gravedad de Einstein en el vacio,
porque la conexion independiente " no es la conexion de Levi- Civita. De forma analoga, bajo
variacion respecto a la conexion e imponiendo las condiciones de estacionariedad, ademas de
considerar una geometria arbitraria (I = I'+C), se obtiene

Esta forma de escribir la conexion es una estrategia para resolver las ecuaciones resultantes. Resulta
que bajo la eleccion de torsion cero la conexion es forzada a ser métrica compatible, determinando
de forma Unica la conexidn es la de Levi-Civita. Intercambiando la eleccion por compatibilidad
métrica, luego la conexion es forzada a ser libre de torsion y asi la conexidn resultante es determinada
nuevamente de forma Unica por la conexién de Levi-Civita.

T/l/w(f') =~0y6r5(g,1:) :~O = Q)\uv(f) :~ 0 :fﬁv~: Fﬂw
Q) =0y8:S(g, 1N =0 =Ty, (N =0=T14, =T, 4)

Donde Ty = 21 Y Qauw = 2Copy- Con esto la primer ecuacion de movimiento obtenida pasa
a ser la ecuacion de campo para gravedad de Einstein.

Por otro lado, introduciendo la nocién de tétradas (conjunto de vectores que comprende una base
ortonormal) la accién de HP contiene como variables independientes al marco ortonormal y a la
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conexion de Lorentz, las cuales son esenciales en la formulacion de una accién fermidnica
generalmente covariante (M. Montesinos,et all (2017)).

2.1.1 Formulacion desde las bases ortonormales

Consideremos ahora una descripcién alternativa de la accion, expresando esta en términos del
vielbein y de una conexion arbitraria. De esta manera, denotando el grupo interno por SO(c) en
representacion general de SO(n) (o SO(n — 1, 1)) siendo ¢ = *1, el cual representa de forma general
una variedad euclidiana (+1) y lorentziana (—1) respectivamente; con esto, la signatura métrica es

definida como (o, +1, - - -, +1). Asi, la accion HP sobre una variedad
n-dimensional sin bordes oM = 0, en términos de las nuevas variables es de la forma
Sle, w] = [, * (e; A e)) ARV[w] ©)

donde R'; = dw; + w' x A X}, es la curvatura 2-forma so(c)-valuada (so(c) representa el algebra
de Lie del grupo SO(c)) en términos de la conexion w’] 1-forma so(c)-valuada. Bajo variacion
funcional respecto a cada una de las variables independientes (desapreciando téerminos de frontera),
se tiene que:
8,5 =0=(=1)""'Dx(e;Aey)
8.5 =0=(—1)"1x(e;AejAeg) ARY (6)

Donde D(8w") = d(8w") + ! x A SwX + w’ , A Sw'¥, la derivada covariante exterior usual,que
actla sobre n-formas so(c) - valuadas. Estas ecuaciones obtenidas combinadas retornan las
ecuaciones de campo de Einstein en la base ortonormal (dado que la conexién involucrada es la de
Levi-Civita, por ende ((—1)""! * (e; A ej A ex) ARY=0), pasa a ser la ecuacién de campo de
Einstein para gravedad en el vacio). Realizando un cambio a la base coordenada, la ecuacion
((=1)™* % (e; A e; Aeg) A R=0) toma la forma familiar

1
Ruv - ERguv =0 (7)

2.2 Formulacién hamiltoniana de la accion de Hilbert-Palatini (HP)

Las ecuaciones de movimiento obtenidas del lagrangiano de HP reducen la dificultad en los calculos
en comparacién con el lagrangiano de EH, aunque a la hora de hacer un analisis canonico del
lagrangiano HP, la dificultad se incrementa. Enfoques desarrollados en (M. Montesinos, et al
(2020)), muestran la alta no trivialidad en la solucion de las constricciones de segunda clase
involucradas. Cabe preguntarse entonces, si existe un analisis canénico que solo involucre
constricciones de primera clase para el Lagrangiano de HP. La respuesta es afirmativa. El tratamiento
establecido en (M. Montesinos (2020)) muestra que las constricciones de segunda clase pueden
omitirse, siguiendo un camino alterno dentro del analisis canonico. De esta manera, siguiendo de
cerca el enfoque mostrado en (M. Montesinos (2020)), se desarrolla el analisis candnico de la accién
de Palatini n-dimensional en este capitulo.

Consideremos una variedad n-dimensional lorentziana o riemanniana M (con n > 2), para M
difeomorfaa R X X. X es una variedad (n-1)-dimensional tipo-espacio, orientable y sin bordes (0X =
0). Puntos sobre M son etiquetados con x*, las coordenadas locales adaptadas a esta foliacion estan
determinadas por x* = x#(t,y%)dondet yy*(a,b,.. = 1,2,..,n 1) etiquetan a R y X

7
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respectivamente. Con el objetivo de mantener la simetria de Lorentz manifiesta, se involucra el
formalismo del marco y co - marco, donde las variables fundamentales son el marco {e'} y la
conexion 1-forma w’; (conocida como conexion de Lorentz ', = w,’ ;dx*) compatible con la
metrica

dny — wKﬂ]K] - wK]nIK =0 (8

conny = diag(o,+1,..., +1) definida como la meétrica del espacio indexado, el cual se usa para
subir y bajar indices internos I, J, ... =0, 1, 2, ..., n 1. Consideremos ademas SO(c) := SO(n) [0 SO(n
1, 1)] como el grupo interno de rotaciones del marco, para ¢ = +1 representa el grupo Euclidiano
SO(n) y o = 1 denota el grupo de Lorentz SO(n 1, 1). De este modo, dentro del formalismo de
primer orden con una constante cosmoldgica, la accion de Palatini (o de Einstein-Cartan) esta dada
por

Sle,w] = fy, [* (e A e/) A Fy — 2Ap] (©)

donde k es una constante relacionada con la constante de Newton, p es la forma
de volumen de M, y F’, es la curvatura de la conexion 1-forma w’]

1 I I
pP:= aellmlne LA..Aen
Flii=do', + o' A 05 (10)

Es importante resaltar que el tensor F ’] toma valores en el algebra de Lie so(c), y es descrito de
forma apropiada dentro del contexto de la teoria de haces fibrados.

para desarrollar un analisis candnico de la accion, primero se realiza una descomposicion (n-1) + 1,
expresando el marco y la conexion de la forma
el = e/ dt + e,ldx®
) =wldt +w,' jdx? (11)
luego el tensor métrico esta dado por
ds? =nye.le,/dt ® dt +nye./e/ (dt @ dx? + dx® ® dt) + nyese,’dx® @ dx?
(12)

Esta expresion puede tomarse en analogia con la obtenida en la descomposicion ADM de la métrica,
de forma que cada una de las componentes que acompafian a la base pueden ser escritas como:

oN2 + N,N? = nye, e’
N, = rlI]etIea]
Qap = rlI]eaIeb] (13)

qap €S la métrica inducida sobre X, cuya inversa es denotada por g*?, N, hace referencia a la vector
de desplazamiento y N la funcién lapso. Sobre cada hoja Xt, se define una 1-forman, como n = n;e!
que satisface n'n;, = o y n(d,) = 0. Las componentes de la 1-forma n pueden ser escritas
explicitamente de la forma
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I 1 1111 -1 ~ta1...a -1
n _—(n—l)!\/ﬁe n-1fj nley 1y Can il s (14)

Cabe resaltar, que la letra t no es tomada como un indice, sino que es entendido como la posicién 0
del indice espacio-tiempo (la posicion cero dentro de los indices de Lorentz, es denotado por 0) y q
= det(qqp) > 0, es el determinante de la métrica inducida sobre X. La forma explicita de la 1-forma
n, nos permite introducir un nuevo objeto

q';: = eqre,’ =8/ —onln, (15)

el proyector sobre el plano ortogonal a n’. Bajo estas premisas, la descomposicion de la accion pasa
a ser

S=kJ

ey At (=2M12'0) 9w,y + iyl + eud) + 2k [, 9,(/q T wy))dtd"~*x(16)

Donde
mal = \/'aqab ebI

ZI]: — —261[\;6{\]1 [aaﬁaMnN + zwaNKﬁa[MnK]]
gli= % [2ITY T " Fyeigy + n' (TPXTT9 ey — 24p)] (17)

La accion expresada de esta manera muestra en su Ultimo término la contribucion del comporta-
miento en la frontera, pero ya que M= 0 los términos no se tendran en cuenta para el presente
analisis.

No es posible decir que esta accion es de la forma pq— H, dado que las variables n'y eg;
dependen explicitamente de I13!. Sin embargo, involucrando objetos con su inversa bien definida se
tiene que

1
eq) = h?@=2 h I1b! (18)

“ba

donde "> =h yh es definida como la inversa de hab = M¥TIP; . Note que bajo ley de
“ba
transformacion tensorial, q es de peso 2, mientras que h es de peso 2(n — 2). Por otro lado, las

componentes de la 1-forma n dependen explicitamente de T12! como sigue

n! 1 Iy.dp_q n ﬁa1l fj2n-1 (19)

(n_l)!\m ‘v-‘tal...an_l 1. o In_l
esto nos muestra que e, ’ 'y ea] definen un mapeo uno-a-uno Yy sobreyectivo de n?variables N,

N,, TI’' a las n? variables originales del marco ea’. Por lo tanto, bajo el mapeo a las nuevas
variables la accion toma el aspecto

S=kJ

s dtd™x(—2M12'n 0w,y + wy;¢Y — N3V, — N E) (20)

Para
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~ 1
C = —oII MY,y + 20h20-2)A
-1

N = h2G-2N
va - _ZﬁanIFabH (21)

Cabe resaltar que el primer término (—2112'n) 9,w,y;) puede reescribirse como
=212 9y gy = 212 8, [Whx 0, ] (22)

donde W2 ;x: = —(85nipng; + nh M T, el cual muestra anti-simetria en los dos Gltimos
“ac

indices. La ecuacion anterior sugiere definir n(n—1) variables de configuracion
.— whb JK
Qo= Wik wy (23)

las cuales son canonicamente conjugadas a TT12! . 2, incorpora n(n — 1) ecuaciones que involucran
n(n—1)2/2 variables desconocidas de w,j; , esto conlleva a encontrar n(n—1)(n—3)/2 variables para
dar solucion a w,y;. Por otro lado, con aras de simplificar la forma de las constricciones que resultan,

se realiza una transformacion canonica que deja el momento I12! invariante. De esta manera las
variables de configuracion estan relacionadas una respecto a la otra, como sigue

Qur = Qar — W5, (24)

Los coeficientes de conexién I’ son conocidos como la conexién hibrida asociada a la derivada
covariante V, definida sobre cada hoja Xt, la cual actiia sobre indices de Lorentz e indices espacio-
tiempo; ademas, aniquila a e, a través de

Ve, = 0qe," + 1T, he,” — e’ =0 (25)

con Iy =-Iyy s, =Tf5,. Esta expresion expone n(n — 1) ecuaciones lineales
inhomogéneas, para I;; (n(n — 1)2/2 variables desconocidas) y I'g, (n(n— 1)2/2 variables
desconocidas) esto nos muestra que la solucion es Unica. De esta manera es posible obtener la
solucion para cada uno de los coeficientes; por un lado, se obtiene que I'g, son los simbolos de
Christoffel asociados con la métrica inducida gab sobre Xt; por otro lado, la solucion para Iy, , se
obtiene haciendo uso del operador de proyeccion, obteniendo que

Loy = q®ep(0aeciy) — 0cea)y) + 0q epynng(9ae.  + 0ceq’) + q°°q™ eqieppeja;ndrec”
(26)

Es importante resaltar que la derivada covariante V aniquila a IT2!

VP! = 9,11P 4+ I JTIY + re e — rg P = 0 (27)

10
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Asi, la conexion hibrida y los simbolos de Christoffel describen las mismas propiedades geométricas
de la sub-variedad y estan dados ademas en términos de I13!
— T & d e fid Tf A fjel td &
lay=h Mol +h b NI, 0dI% + 8 1195 0 1%,
~d‘-‘gd if el o V'Eec 7dL :’HSC T7cL
—!}l !}l I1 LHC [IH 1 afne — Gﬁ I1 [In]]nLaCH + G& I1 [In]]nLaal_lc (28)
“ “

“ad “ce ad dc

La variable configuracion Q,; surge de una modificacion al término cinético de la forma
—2M10) 0wy = 2117 0 [ Wy (w0, = T, )] = 20, (ny 9,1 (29)

el término d,(n, 8,111, no contribuye dentro de la accion debido a que la integral no contribuye
porque X no tiene bordes. El término de frontera esta definido sobre X. La razon por la cual se
mantiene el signo menos es debido a que w, '
las variables de configuracion

-T JX es un tensor de SO(o). Con esto se definen

Qui:= W%I]K(waK all IR JK) (30)

La solucion para w,y; toma la forma

Wapy = Igy + MbaI]KQbK + NadeI] u (31)
“bcd
Para
b __ 20 b e b
Mk = (11——2) [(n— 2)83nymyk +§ [1® (1P nk]
ae
bed _ rsbglegdl 2 Tblc sA\Tie TFf
N,°°q; = [858, &; —méaeh [c5f e i), (32)
las variables u satisfacen u  =wu , condicion de traza cero u hbe = 0y contienen
Tbed Tbed  “bde Tbed

n(n—1)(n—3)/2 variables que permiten dar solucién a w,y;. Todo esto nos conlleva a que la accion
involucrada tenga la siguiente forma

S =k [ 5 dtd"x(2% 0,Qq; — AyT" — 2N?D, — N§) (33)
Para

W= Zﬁa[IQal]

- (h—-3)
AI] = _(Dtl] + Na([éllj + MbaUKQbK) - Zna [InJ]Va ﬁ -0 (n — 2) ‘-l\v-IJ n[IZI]Kn

ﬁa = 21:Ibla[aQb]I — Qu abﬁbI

K

11
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~ 1
S = —olI*MP Ry + 2[1AMTIPNQ,, Q) + 2040202 (34)

con Rapyg el tensor de curvatura definido para la conexion I7;;. La accion resultante depende

de las variables del espacio de fase (Q,;, [T3!) de una forma mas familiar. Ademas, involucra los

multiplicadores de Lagrange (A;;, N, N )y a los campos auxiliares u o Estos Gltimos pueden
“bcd
fijarse usando sus propias ecuaciones de movimiento, obteniendose que para N+ 0= u =0.
“bcd
La expresion encontrada en para la accion, fue obtenida en primer lugar en [1] y adopta la forma
pq — H, por lo tanto, se obtiene una formulacion hamiltoniana manifiestamente covariante de la
accion de Palatini. Esta forma hamiltoniana emerge de la parametrizacion original de las variables

e,! entérminos de las variables de momentos I12! , la funcion lapse N y el vector shift N,,.

Note que no hay dependencia explicita de las derivadas temporales de las variables AIJ, Nay N . En
consecuencia, las variaciones respecto a cada una de ellas imponen las siguientes constricciones
primarias

® Constriccion de Gauss SO(n — 1, 1)[6 SO(n)] — ¢V = 0,
® constriccion de difeomorfismos (espaciales) — D, =0,
® constriccion escalar — S ~0.

El simbolo ~ representa una igualdad débil, con el fin de resaltar que cada una de las constricciones
se encuentran sobre la superficie de constriccion O, definida por las mismas, con 0; c Oy O el
espacio de fase. EI hamiltoniano definido es un hamiltoniano total, debido a que es construido como
una combinacion lineal de constricciones

—H =k f; d"x(—24Z! - 2N*D, - N§ (35)

el cual es debilmente cero porque no involucra un hamiltoniano candnico (Hc = 0). Este
hamiltoniano evidencia justamente que A;, Na y N juegan el rol de multiplicadores arbitrarios
(multiplicadores de Lagrange). Cabe resaltar, que un hamiltoniano cero es la marca distintiva de un
sistema generalmente covariante.

Con esto en mente y en aras de verificar que el hamiltoniano involucrado en la accidn es consistente
y completo, es necesario mirar el comportamiento de las constricciones involucradas. Tomando la
condicién de consistencia dentro de las constricciones primarias, nos lleva a calcular los corchetes
de Poisson (PB) del conjunto de constricciones. Para ello es necesario tener en cuenta que para dos
funcionales del espacio de fase, el PB bajo las variables del espacio de fase (Q,;, [1%!) es ahora dado
de la forma

SA 8B 5A B
8Q4 () M () T2 (%) 6Q4(x)

(A, B} = ik L d x| ] (36)

2
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el cual es una generalizacion al continuo de la forma usual del PB. Tomando la definicion de derivada
funcional [21]. Para las variables del espacio de fase (Q,;, I13') se tiene que su PB es

~ 1 _
{QJ (0,11 (n)} = 5. 88816 D (x —y) (37)
calculado en el mismo instante de tiempo (porque estamos sobre la misma hoja X). Resulta un poco

mas familiar definir funciones de peso apropiadas para las constricciones, con el fin de calcular los
PB’s entre ellas. Asi, cada constriccion toma la forma

]:= | d™ 'xN3(x)D,(x)
J

gIM: = [ damtxMy (9260
>

S[L]:= f, d"'xL (x)S(x) (38)

De esta manera, los PB’s entre las constricciones estan dadas por

{D[N4], [z]}— DL, N2]
{¢[M], D[N ]}=— [—LNMIJ]

{C[M,],¢[M,]} = K [M1[L1]‘1 KM, ]

{M ]S[L]}l—o
{D[N],S[L]} = - S[£yL]
{S[L1],S[LyJ} = =22 f; dn? h“b(L 0al, —L 9aL)(Dy+5 JCEE h HCIH“ )

(39)

Esta algebra de constricciones es cerrada dado que cada uno de los PB’s involucrados son cero o
débilmente cero. Ademas, la evolucion de las constricciones via el hamiltoniano total satisface las
condiciones de consistencia, las cuales se reducen a la identidad 0 = 0 al imponer las constricciones
primarias. Por lo tanto, no se generan nuevas constricciones ni restricciones a los multiplicadores de
Lagrange.

De esta manera, el hamiltoniano total encontrado es un hamiltoniano completo y consistente,
dotado solo con constricciones primarias de primera clase, las cuales n(n + 1)/2 son independientes.
La cantidad de grados de libertad (DOF) fisicos del sistema, para 2n(n-1) variables independientes
del espacio de fase, da como resultado

(40)
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El resultado obtenido estd en concordancia con los DOF fisicos involucrados en la formulacion
ADM. Por ende, obtenemos nuevamente que, para el caso 4- dimensional, existen 2 grados de
libertad por punto del espacio

VI. Conclusiones

La formulacion clasica de la gravedad dentro del formalismo hamiltoniano tomado desde el punto
de vista de la relatividad general, impone una division entre espacio y tiempo de forma arbitraria,
llevando a la descomposicion ADM. El paso de las variables de configuracion a las de espacio de
fase involucra relaciones entre ellas llamadas constricciones. Estas constricciones pueden
clasificarse en constricciones de primera y segunda clase, donde las simetrias involucradas de la
teoria estan relacionadas con la presencia de constricciones de primera clase, mientras que la de
segunda clase significa que hay grados dinamicos de libertad en la teoria que pueden eliminarse.
Para poder eliminar estas variables, es necesario configurar un nuevo PB que se refiera solo a grados
de libertad dindmicamente importantes (M. Blagojevi¢(2002)). Sin embargo, no toda formulacién
hamiltoniana tiene solo constricciones de primera clase; es bien sabido que el anélisis candnico
covariante de Lorentz de la accion de Holst para la relatividad general contiene restricciones de
segunda clase (esto también es cierto para la accion de Palatini).

La formulacion ADM se caracteriza por contener constricciones de primera clase solamente. Sin
embargo, la formulacion manifiestamente covariante de Lorentz de la accion de Palatini contiene
constricciones de segunda clase. Dado que es posible encontrar la solucion de estas constricciones,
los enfoques expuestos en (N Bodendorfer, T Thiemann, and A Thurn (2013)) muestran la alta no trivialidad
en el proceso. No obstante, el enfoque realizado en (M. Montesinos (2020)), anuncia un hamiltoniano
consistente y completo, involucrando solo constricciones de primera clase. Por lo tanto, es posible
concluir que el procedimiento seguido en la este articulo simplifica el analisis, dado que se obtiene
una formulacion hamiltoniana de la accion de Palatini en n dimensiones, que no involucra
constricciones de segunda clase, lo cual se logra a partir de una eleccidn apropiada de las variables
que definen la accidn, separando la parte dindmica de la no dindmica.

Trabajos futuros

En EI presente articulo no se logré el objetivo principal (establecer una relacion directa con la
formulacion ADM), debido a la dificultad del mismo, dicho objetivo se dejara como incentivo para
trabajos futuros. Sin embargo, ya que la cantidad de grados de libertad por punto del espacio
involucrados en la teoria estan en concordancia con los obtenidos por la formulacion ADM, es
factible encontrar una relacion entre las mismas (mas precisamente una relacion entre la constriccién
escalar y la de difeomorfismos espaciales, con las que surgen en el formalismo ADM). Con el fin de
efectuar esta relacion, se propone definir nuevas variables a partir de las ya establecidas en la seccion
2, de forma que sean escalares bajo SO(c) (dado que las variables ADM presentan esta condicion),
para luego reescribir todo en términos de estas nuevas variables, reduciendo el espacio de fases. De
este modo, se pretende hacer contacto con la formulacion ADM sin realizar una fijacion de norma
temporal “time gauge” (en las siguientes Ref’s. [Montesinos, M et al (2020), P. peldan (1994)], se

14
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expone la aplicacion de este método), puesto que, al involucrar una fijacion de norma temporal se
rompe la covarianza manifiesta, debido a la reduccion del grupo SO(c) a SO(n 1) (el grupo de
rotaciones) y se introducen constricciones de segunda clase.
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