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Resumen

El objetivo de la investigacion fue analizar el perfil genético de la
paloma domestica Columba livia utilizando genes asociados al
color del plumaje en Cotorra-Cérdoba, Colombia. Se muestrearon
cinco subpoblaciones, los muestreos aleatorios se desarrollaron
entre enero y febrero del 2019, mediante excursiones urbanas,
observacion directa y con ayuda de registros fotogréficos. Se
utilizaron los marcadores autosémicos que codifican la coloracién
y disefio del plumaje: Grizzle (G); Spread (S); Checker (C) y Ash-
Red (B) ligado al sexo. Los perfiles genéticos se calcularon con los
siguientes indices genético-poblacionales: frecuencias alélicas,
diversidad genética, heterocigocidad esperada, heterocigocidad
esperada de la poblacion total, coeficiente de diferenciacion
genética, flujo génico, distancias genéticas entre las
subpoblaciones muestreadas, los anteriores parametros se
estimaron utilizando el programa PopGene 1.31. El ndmero de
alelos por locus e indice de Shannon se calcul6 mediante el
programa FSTAT v 2.9.3.2. Se dibuj6 un dendrograma empleando
el programa MEGA 5.2. Los locus Spread y Checker fueron los de
frecuencias maés altas, por el contrario, Ash-red arroj6 los valores
bajos, la diferenciacion genética fue insuficiente entre las
subpoblaciones y un elevado flujo genético, configurando un
mismo perfil genético para esta poblacion de palomas domésticas.
Se sugiere posibles ventajas de la seleccion natural asociadas a
rendimiento reproductivo y mejorias fisiologias

Palabras clave: perfil genético; frecuencias alélicas; flujo génico

Abstract

The objective of the research was to analyze the genetic profile
of the domestic pigeon Columba livia using genes associated with
plumage color in Cotorra-Cérdoba, Colombia. Five
subpopulations were sampled, the random samples were
developed between January and February 2019, through urban
excursions, direct observation and with the help of photographic
records. Autosomal markers that encode plumage coloration and
pattern were used: Grizzle (G); Spread (S); Checker (C) and Ash-
Red (B) linked to sex. Genetic profiles were calculated with the
following genetic-population indices: allelic frequencies, genetic
diversity, expected heterozygosity, expected heterozygosity of the
total population, genetic differentiation coefficient, gene flow,
genetic distances between subpopulations, were estimated using
the PopGene program. 1.31. The number of alleles per locus and
Shannon's index was calculated using the FSTAT v 2.9.3.2
program. A dendrogram was drawn using the MEGA 5.2 program.
The Spread and Checker loci were the ones with the highest
frequencies, on the contrary Ash-red showed the lowest values, the
genetic  differentiation was insufficient  between the
subpopulations and a high gene flow, configuring the same genetic
profile for this population of domestic pigeons. Possible
advantages of natural selection associated with reproductive
performance and physiological improvements are suggested.

Keywords: genetic profile; allelic frequencies; gene flow.

1. Introduccién

El proceso de Domesticacion de las palomas Columba
livia (Columbidae) se efectud en el medio Oriente
seguramente en el periodo Neolitico donde paralelamente se
establecieron mas de 350 razas domésticas [1]. Los
marcadores fenotipicos en palomas domésticas son utilizados

en genética de poblaciones para extraer informacion de
frecuencias alélicas y aprender acerca de factores como el
aparcamiento aleatorio y relacion entre poblaciones [2], por
lo tanto esta especie puede aportar valiosa informacion sobre
los patrones genéticos del color especialmente en ejemplares
con fenotipo diverso [3].

© Autores; Licencia Universidad de Pamplona ) .



En aves se ha encontrado que el rasgo de pigmentacion
responde a una variacion de la secuencia de codificacién en
el gen del receptor de Melanocortina (Mc 1r) estas variantes
activas o nulas eliminan los patrones de color producidos por
cambios de pigmentos aumelaninas-feomelaninas [4], los
colores del plumaje se exprean como una combinacion de
estructura y colores quimicos, el color estructural es
producido por la reflexiéon de la luz que depende de la
estructura fisica de la pluma; el color quimico es el resultado
de pigmentos [5]. La codificacién de la pigmentacion de la
melanina tiene incidencias pleiotropicas y adaptativas en la
paloma doméstica, de modo que se cree que individuos con
diferentes colores estan adaptados a entornos variados [6],
ademas, estas variaciones fenotipicas del plumaje presentan
un apreciable interés cientifico debido a que en términos
evolutivos estos rasgos genéticos permiten determinar
procesos de camufle, atraccidn de parejas sexuales y para los
criadores posibles ventajas de seleccion artificial [7]

La paloma domestica (C. livia) es un ejemplo clasico de
variacion fenotipica formada por seleccion natural, con
multitud de colores y patrones de color, estas aves revelan
una oportunidad excepcional para comprender las bases
genéticas de los atributos de la pigmentacion e historia
natural de la especie [8]. En este estudio se usaron los colores
del plumaje y patrones de las alas producidos por cuatro
sistemas de alelos primarios: Checker, Ash-Red, Grizsle y
Spread [9].

En Colombia se han reportado tres estudios atinentes a la
estructura genético poblacional de la paloma doméstica, el
primero realizado en Bogotd con 3384 individuos
distribuidos en 28 colonias, encontrando como resultados
alto intercambio genético entre estas subpoblaciones [9]; En
Lorica, se utilizaron 6 colonias y una muestra poblacional de
336 palomas, se localizé posible seleccion natural para los
marcadores melanoticos [10] y en San Antero se estudio la
diversidad genética usando genes polimdrficos asociados al
color del plumaje obteniendo que los marcadores mas
oscuros tienen ventajas selectivas y reproductivas [6]

Existe poca informacidn en esta zona del pais, que indiquen
los sucesos adaptativos que puedan estar relacionados con la
seleccidn natural de los marcadores melanoticos del plumaje
y la historia natural de la especie. El objetivo de la
investigacion fue analizar el perfil genético de la paloma
domestica Columba livia utilizando genes asociados al color
del plumaje en Cotorra-Cordoba, Colombia

2. Materiales y Métodos

2.1. Area de Estudio

El estudio se realizd en Cotorra, el municipio esta ubicado en
la Costa Norte de Colombia a 9° 3° 41.539” N y 75° 45’

BISTUA Rev. FCB, Vol. 20 (2), (2022)

40.164” W y tiene una temperatura promedio de 28°C. Se
muestrearon cinco subpoblaciones ubicadas en los sitios de
Iglesia Central, EI Carmen, San Roque, Zarabanda y las
Arepas (Figura 1)
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Figura 1. Subpoblaciones de palomas domésticas muestreadas en Cotorra-
Cordoba, Colombia [Tomadas de Google -Map]

2.2. Obtencion de datos

Los muestreos aleatorios se desarrollaron entre Enero y
Febrero del 2019, se escogieron cinco subpoblaciones del
Municipio de Cotorra, mediante excursiones urbanas, con
observacion directa y con ayuda de registros fotograficos, en
horas de la mafiana (6:00am a 9:00am) se hizo una
clasificacion fenotipica de cada uno de los individuos adultos
encontrados (n=321), atendiendo a la presencia o ausencia de
los marcadores autosémicos (Tabla 1): Grizzle (G); Spread
(S); Checker (C) y Ash-Red (B) ligado al sexo; se eliminaron
todos aquellos registros de individuos de los cuales no habia
seguridad de que no habian sido observados primeramente;
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se construyd una base de datos y los resultados fueron
analizados con diferentes estadisticos.

2.3. Disefio estadistico

Los perfiles genéticos de la poblacién de Palomas doméstica
se calcularon con los siguientes indices genético-
poblacionales: frecuencias alélicas de cada marcador a nivel
poblacional y global, asi mismo las medidas de diversidad
genética [11]; correspondiente a la heterocigocidad esperada
(He), heterocigocidad esperada de la poblacion total (HT),
coeficiente de diferenciacion genética (Gsr), flujo génico
(Nm), , distancias genéticas entre las subpoblaciones, se
estimaron utilizando el programas PopGene 1.31 [12]. El
ntmero de alelos por locus e indice de Shannon (1) se calcul6
mediante el programa FSTAT v 2.9.3.2 [13]. Ademas, a
partir de los calculos de PopGene se dibuj6 un dendrograma
con la distancia genética de Nei (1972) y el método de
agrupacion de pares por media aritmética no ponderada,
UPGMA, con el programa MEGA 5.2 [14]

3. Resultados

Se muestrearon un total de 321 individuos distribuidos en
cinco subpoblaciones, Iglesia Central (n=91), EI Carmen
(n=53), San Roque (n=69), Zarabanda (n=45) y Las Arepas
(n=63)

3.1. Frecuencias alélicas

Las frecuencias alélicas para cada subpoblacién (Tabla 2),
evidencia que el marcador Spread (p=0.4070) fue el méas
frecuente, sequido de Checker (p=0.3842); mientras que Ash-
Red evidencid los valores més bajos (p=0.1241)

Tabla 1. Descripcion de los 4 genes estudiados.
Locus Alelos caracteristica

Grizzle
autosémico)

(gen G  Mutante, produce machas
blancas extendidas
alrededor de la cabeza o el

cuerpo de la paloma.

g  Silvestre, sin machas
blancas.
Spread  (gen S Mutante, origina palomas
autosémico) negras.
s Silvestre, palomas no
negras.
Checker (gen C  Mutante, produce un
autosémico) patrén  de  manchas

triangulares gris claro o
azul, sobre fondo oscuro
en el dorso de las alas.

c Silvestre, sin machas
triangulares.

Ash-Red (gen B Mutante, produce palomas
ligado al sexo) rojas.
b Silvestre, origina palomas
no rojas

Grizzle (G); Spread (S); Checker (C) y Ash-Red (B)

BISTUA Rev. FCB, Vol. 20 (2), (2022)

3.2. Diversidad genética

La heterocigocidad esperada mas alta se encontr6 en el
marcador Spred con un valor de 0.4933 y la méas baja para el
marcador Ash-Red con un valor de 0.1262 (Tabla 3). Los
valores de heterocigocidad observada fueron bajos, oscilaron
entre un maximo de 0.2558 para el marcador Spread y un
minimo de 0.0159 para los marcadores Grizzle. En cada
marcador el nivel medio de variabilidad genética fue
relativamente bajo

3.3. Coeficiente de diferenciacion genética.

El nivel de diferenciacién genética entre las distintas
subpoblaciones de palomas domésticas (Columba livia) en
las subpoblaciones de Cotorra fue relativamente bajo, Gsr=
0.041, (Tabla 4) lo que indica que aproximadamente el 4,1%
de la variacidn revelada se debe a diferencia entre las
poblaciones, por tanto, las cinco subpoblaciones no fueron
significativamente diferentes para los marcadores estudiados.

Tabla 2. Frecuencias alélicas de cada marcador en las poblaciones estudiadas.

Locus

Poblaciones G S C B

Iglesia Central

0.3516 0.4000 0.3710 0.1290
El Carmen 0.3333 0.4211 0.5263 0.0877
San Roque 0.1932 0.3667 0.4773 0.0568
Zarabanda 0.2596 0.5673 0.3269 0.0673
Las arepas

0.2799 0.2799 0.2799 0.2799
Total 0.2835 0.4070 0.3842 0.1241

G: Grizzle; S: Spread; C: Checker; B: Ash-Red.

El valor de flujo génico (Nm=3.158), evidencia que las
subpoblaciones mantienen un grado significativo de
intercambio genético, asumiéndose un total aproximado de 3
migrantes por generacion, el valor obtenido esta por encima
de 1, lo que demuestra que las subpoblaciones se comportan
como una sola, de modo que propone que para su mejor
analisis y comprensién dindmica espacio-temporal no se
deberia realizar una subestructura de la poblacion debido a
que todas ellas se comportan como una sola poblacién
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Tabla 3. Indice de diversidad genética de Nei (1973) en cada
marcador a través de la Heterocigosis esperada (He) heterocigosidad
observada (Ho) y p-value para cada marcador.

Locus He Ho P- value
Grizzle 0.3863 0.0159 0.1132
Spread 0.4933 0.2558 0.1624
Checker 0.4422 0.1164 0.1541
Ash-Red 0.1262 0.0178 0.1530
Promedio 0.3620 0.1014 0.1481

3.4. Indice de diversidad.

El indice de diversidad de Shannon, que cuantifica la
biodiversidad especifica, presento un promedio de 0,5512; su
valor mas alto se localiz6 en el marcador Spread con un valor
de 0.6904, ya que es el marcador con mayor numero alelos
(entendiendo que cada marcador representa un locus
distinto); y el valor mas bajo del indice fue para el marcador
Ash-Red con un nimero de 0.2644 (Tabla 5).

Tabla 4. Coeficiente de diferenciacion genética (Gsr) y flujo
génico (Nm) en Cotorra.

GST Nm

0.041 3.158

3.5. Distancias Genética

La distancia genética entre las subpoblaciones fue baja,
siendo Iglesia Central y el Carmen las subpoblaciones mas
cercanas, mientras que las subpoblaciones Iglesia Central y
las Arepas resultaron ser las de mayor diferencia génica
(Tabla 6)

BISTUA Rev. FCB, Vol. 20 (2), (2022)

Tabla 5. nimero de alelos e indice de Shannon por cada

locus
Locus Numero de indice de
alelos Shannon
Ash-Red 1.1593 0.2644
Grizle 1.6206 0.5710
Spread 1.9891 0.6904
Checker 1.9453 0.6790
Promedio 1.6785 0,5512

El dendrograma (figura 2) evidencia la similitud genética
entre las subpoblaciones Iglesia Central y el Carmen a las
cuales se asocial la subpoblacion San Roque, luego
Zarabanda y las Arepas; por otro lado, la subpoblacidon de las
Arepas se mantuvo alejada de las demas, pero con un valor
poco significativo de distancia que nos permite inferir que las
poblaciones en conjunto estan muy relacionadas

Tabla 6. Matriz de distancia genética (Nei, 1972) entre las
poblaciones.

1 2 3 4 5 6
1 -
2 0 -
.0195
3 0 0 -
.0389  .0139
4 0 0 0 -
.0183 .0181 .0218  ----
5 0 0 0 0 -
.0583 .0487 .0420 .011
8

1: Iglesia Central; 2: EI Carmen.; 3: San Roque.; 4: Zarabanda;
5: Las arepas

—{ lglesia Central
El Carmen
San Roque

— Zarabanda
L las Arepas

Figura 2. Dendrograma de neighbor-joining elaborado para las
subpoblaciones de Cotorra usando cuatro marcadores genéticos y la
distancia genética D de Nei (1972)
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4. Discusion

Los resultados adquiridos en esta investigacion son
concordantes con otros estudios (Canady & Mogansky, 2013;
Pardo et al., 2015; Rodriguez et al., 2019) y corresponden con
la elevada frecuencia de los genes Spread y Checker. El
predominio de los genes oscuros en las subpoblaciones de
palomas domesticas se puede explicar por el hecho de que el
municipio de Cotorra es una poblacion relativamente
pequefia y esto podria favorecer el efecto selectivo de la
poblacion de palomas domesticas en esta zona conservando
con esto sus frecuencias alélicas, probablemente por la
resistencia a la intromisién de alelos extranjeros, es decir es
posible que estos genes melandticos consiguieran fijar su
presencia poblacional en localidad de forma aleatoria y
generar con esto frecuencias altas [2], en ese sentido existen
estudios que reportan que la paloma doméstica no tiene
grandes movimiento diarios de modo que estos ejemplares
tendrian seguramente poca posibilidad de experimentar
cambios severos en sus frecuencias alélicas [15], otras
hip6tesis sefialan que existe relacidn entre la fijacion de estos
genes fenotipicos y el éxito rendimiento reproductivo, ya que
se cree que los individuos mas oscuros tienen temporadas
mas largas de reproduccion, lo que garantiza un mayor
namero de crias de estos fenotipos en la poblacién [16], por
otro lado, investigaciones enfocadas en determinar la
relacion huésped-parasito y la exposicién de metales traza y
en el plumaje de la coloracion reportan que posiblemente
exista ventajas adaptativas de las palomas con coloracion
oscura con respecto a aquellas con coloraciones mas claras
esto podria estar aconteciendo en estas aves debido a que la
individuos mas oscuros exhiben una cantidad considerable de
células T como mecanismo de respuesta cutanea ante los
ataques de los parasitos haciéndolos mas resistente y con
mayor probabilidad de sobrevivencia; caso contrario para el
caso de las palomas con colores mas palidos [17], lo anterior
entonces es probable que constituya los factores pleitropicos
por los cuales las frecuencias alélicas de estos marcadores
mas oscuros se estan fijando en esta Localidad. Previamente
en estudios recientes se reportaron que estas consideraciones
de inmunidad a parésitos y la gran produccion de huevos en
largas temporadas al afio, fueran generalmente consecuente
con la zona donde se realizo el estudio, lo que puede explicar
los eventos selectivos de estos genes polimérficos [6].
Algunos estudios genéticos aseveran que seguramente los
patrones de colores melanéticos del plumaje (regulados por
docena de variantes Mclr) podrian estar induciendo una
activacion  oscurecedora del gen del receptor de
Melanocortina en las poblaciones de palomas domésticas,
aunque no se podria considerar lo anterior como un aspecto
de apoyo, ya que es posible que Mc1r no genere cambios de
feomelanina-eumelanina en el plumaje como acontece en
otros taxones [4], los efectos fisiol6gicos de este receptor en
aves aln no esta del todo develado, debido a que se sabe poco
acerca de su origen evolutivo [18].

El alto grado de flujo genético permite apoyar la explicacion
acerca de un grado de asilamiento de esta poblacion de
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palomas domésticas dado que geograficamente el municipio
dispone de una separacién en tramos de distancias relativas
con los centros urbanos mas contiguos, lo cual ha causado
posiblemente eventos de agrupamiento poblacional y las
barreras entre las subpoblaciones de estas aves en la zona se
han mantenido fuertes, figurando con esto, el mismo acervo
genético generacion tras generaciones [19]

El grado de diferenciacion genética fue bajo (Gsr= 0.041),
investigaciones han reportado que la distancia de dispersion
de palomas juveniles es de 93 m, mas concretamente estos
ejemplares mantienen una grado de relacion con otros
individuos en un radio de 25km; por fuera de este rango la
relacion disminuye, con todo es posible que el impacto de la
urbanizaciéon en el municipio pueda depender de las
estrategias especificas de supervivencia y de la historia
natural de la especie [20], en tal sentido es posible que estas
cercanias hayan originado procesos de endogamia local, del
mismo modo estudios han reportado que en las poblaciones
de palomas los individuos seleccionan sexualmente
compafieras con genotipos parecidos, generando caso raros
en donde al momento de la eleccion los machos hacen
reconocimiento individual de parejas basado en olores [21].
Es probable que, en poblaciones pequefias histéricamente
consanguineas, los alelos puedan purgarse mas rapido
después de su primera aparicion, cercando asi, la cantidad de
fusion mutacional lo que podria configurar un perfil genético
en la localidad [22]

El indice de Shannon para los cuatro marcadores presento
valores pequefios, probablemente estos valores indiquen que
la poblacion contiene solo una pequefia fraccion de la
diversidad genética de la especie [23], lo que se manifiesta
por la elevada proporcion de alelos raros y privados, lo
anterior posiblemente puede estar asociado a un proceso de
erosién genética que ha ocasionado la perdida de alelos en
esta poblacion [24].

Las distancias genéticas entre las cinco subpoblaciones,
primordialmente la cercania geografica entre la subpoblacion
Iglesia Central y El Carmen se explicarian por el movimiento
significativo de estos marcadores entre colonias,
consiguiendo obtener con esto un alto flujo genético en la
poblacién de palomas, consecuentemente se cree que los
individuos de estas poblaciones presentan mayor riesgo de
vuelo de una poblacion cercana a otra, lo que genera mayor
grado de confianza, de modo que posiblemente repercutio en
su adaptacién en localidad [6], esta dindamica poblacional es
invariable debido a que geograficamente en el municipio de
Cotorra existen parches no ideales-habitables lo cual revela
que seguramente el tipo de poblacion de palomas domestica
de esta zona presenta un mosaico, por tanto la poblacion de
palomas evidencia posiblemente un mismo perfil genético.

El dendrograma demostré la semejanza genética entre las
subpoblaciones de Iglesia central y EI Carmen, en
consecuencia, es posible que se estén presentando eventos de
intercambio de genes y esto estaria estrechando las relaciones
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genéticas entre estas dos poblaciones [25], lo cual podria
deberse a la cercania geogréafica ya que Cotorra es una
Localidad relativamente pequefia.

5. Conclusion

El marcador fenotipico Spread probablemente debido a las
ventajas de la seleccién natural podria estar asociado a
rendimiento reproductivo y ciertas ventajas fisiologias. A
nivel de las subpoblaciones la diferenciacién genética
demuestra que entre estas colonias existe intercambio
genético, revelando las semejanzas en patrones genéticos en
la poblacion de palomas en este municipio. La diversidad
genética revela que la poblacion mantiene flujo genético
significativo razon que se explica por la geografia de la zona.
El dendrograma demostrd que existe semejanza genética
entre las subpoblaciones de Iglesia central y EI Carmen, en
consecuencia, eventos de intercambio de genes estan
estrechando las relaciones genéticas entre estas
subpoblaciones.
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Resumen

Eventos catastrdficos tienen diferentes origenes, algunos naturales
y otros debido a fallas de instalaciones o equipos creados por el ser
humano, entre los eventos catastroficos naturales estan los
deslizamientos de tierra. Es ampliamente conocido que los
deslizamientos de tierra y los flujos de escombros son provocados
por movimientos geoldgicos o por lluvias intensas. Debido a su
configuracion geoldgica, geomorfolégica y climatica, algunas
regiones son mas propensas a la ocurrencia de este tipo de
fendmenos. En este campo, la investigacion se ha concentrado en
el desarrollo de tecnologia para la prediccion de los
deslizamientos. En este trabajo se simula un deslizamiento de
tierra superficial producto de lluvias en el cual el geo material
involucrado en el deslizamiento puede modelarse como un fluido,
se toma mediciones en terreno usando un mapa digital de
elevacion DEM vy se obtiene los parametros caracteristicos del
suelo mediante técnicas de prospeccion sismica, finalmente se
implementa un modelo reolégico que se adapta a las condiciones
del suelo y se usa el software OpenFOAM para modelar un
deslizamiento de tierra en la zona km 1 via Bucaramanga,
Pamplona Norte de Santander, donde se muestra la extension de
propagacion de un posible deslizamiento de tierra sobre la
Universidad de Pamplona.

Palabras clave: Deslizamiento; Modelo; Flujo.

Abstract

Catastrophic events have different origins, some of them happened
in natural way and some others due to failures in facility or
equipment created by human beings. Among the natural
catastrophic events are landslides. It is widely known that
landslides and debris flows are triggered by geological movements
or heavy rainfall. Due to their geological, geomorphological and
climatic configuration, some regions are more prone to the
happening of this type of phenomena. In this study field, research
has focused on the development of landslide prediction
technology. In this work, a superficial landslide product of rains is
simulated in which the geomaterial involved in the landslide can
be modeled as a fluid, measurements are taken on the ground spot
using a digital DEM elevation map and the characteristic
parameters of the soil are obtained by means of seismic
prospecting techniques, finally a rheological model is
implemented which adapts to soil conditions and the OpenFOAM
software is used to model a landslide in the km 1 zone via
Bucaramanga, Pamplona Norte de Santander, where the extension
of propagation of a possible landslide over the University of
Pamplona is shown.

Keywords: Landslide; Model; Flux.

1. Introduccion

Los deslizamientos de tierra a menudo ocasionan dafios
considerables en infraestructuras y pérdida de vidas humanas,
es conocido que sobre todo en temporada de lluvias se
presentan una gran cantidad de deslizamientos. EI modelado
de deslizamientos y avalanchas representa una herramienta
para la comprensién de este tipo de fenémenos, ademas

permite explicar eventos pasados y gestionar riesgos futuros
siendo fundamentales para el mapeo de zonas de peligro.

De acuerdo a [1], los movimientos en masa son definidos
como desplazamientos descendentes de materiales que
conforman un talud o ladera, que a su vez se encuentran
compuestos de roca, suelo, detritos, rellenos artificiales o de la
combinacién de estos materiales, y que ocurren por efecto de
la gravedad. La clasificacion de estos eventos actualmente se
rige por la naturaleza del proceso, escala, velocidad, el tipo de
material involucrado, tamafio de las particulas, el mecanismo

© Autores; Licencia Universidad de Pamplona ) .



de falla, entre otros como se menciona en [2]. En este trabajo
se modela deslizamientos de masa superficiales tipo flujo,
donde el geo material involucrado en el deslizamiento se puede
considerar como un fluido, esto ocurre en los movimientos de
ladera asociados a fuertes lluvias.

El modelo de flujo consta por un lado de las ecuaciones de
conservacion de masa, momentum y energia, que corresponde
a las ecuaciones basicas de conservacion y su reformulacion en
forma integral segin [3], por otro lado, las ecuaciones
constitutivas que completan las ecuaciones gobernantes
teniendo en cuenta las propiedades reol6gicas del material en
movimiento cdmo se menciona en [4].

Se han propuesto métodos numéricos para solucionar las
ecuaciones que describen el comportamiento de materiales
sometidos a flujo, por ejemplo, en [5] se empled la ecuacion
constitutiva elastoplastica para suelo arenoso no saturado en el
modelo de flujo, en [6] se resuelve las ecuaciones de Navier
Stokes y como cierre se usa el modelo constitutivo tipo
Bingham para simular suelos arcillosos, en [7] se describe el
comportamiento de deslizamientos tipo flujo y avalanchas
mediante un esquema basado en [3], para la aplicacion a flujos
superficiales en terreno natural que es el enfoque de este
trabajo.

Desde la primera aplicacion del esquema de flujos
superficiales que se atribuye a [3] el modelo mecéanico ha sido
continuamente mejorado y extendido a, superficies
bidimensionales simples [8], superficies complejas poco
profundas [9] o flujo curvo y retorcido [10]. Finalmente, los
modelos respectivos se han adaptado al terreno natural, es
decir, arbitrario, pero ligeramente curvado, lo que hace posible
la simulacion de casos reales de deslizamientos y avalanchas.

Existen varios métodos numeéricos para resolver las respectivas
ecuaciones gobernantes, basicamente, la mayoria de los
métodos se pueden clasificar como métodos de diferencias
finitas como los usados por ejemplo [11], métodos de
elementos finitos por ejemplo [12], métodos de volumen finito
[13] o como métodos de particulas lagrangianas [14]. El
método de areas finitas proporciona todos los operadores
necesarios para esta clase de modelos. Esto permite una
implementacion relativamente sencilla.

Recientemente [15], propusieron un modelo de flujo granular
superficial, como un problema matematico bidimensional
integrando las respectivas ecuaciones de conservacion. Esto da
como resultado ecuaciones diferenciales parciales, expresadas
en términos de gradientes a lo largo de la superficie sobre la
cual viaja el flujo, expresado en términos de ecuaciones
diferenciales parciales de superficie [16,17] presentaron una
implementacion de codigo abierto basada en el conjunto de
herramientas CFD OpenFOAM®. El modelo mecéanico
subyacente es muy similar al modelo clasico de [3] y sus
derivaciones.

El solucionador presentado en [15] implementa un modelo
monofésico incompresible que incluye varios cierres de
arrastre y friccion basal intercambiables, lo cual permite
describir algunos tipos de flujo, por ejemplo, flujos granulares
de acuerdo a [18], flujos de nieve, avalanchas segun [19],
también flujos de lodo y derrubios de acuerdo a [20], estos
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modelos constitutivos pueden ser modificados o incluso es
posible implementar nuevos modelos constitutivos para la
descripcion de diferentes flujos de acuerdo a las caracteristicas
reolégicas.

La zona kilémetro 1 via Bucaramanga, Pamplona Norte de
Santander presenta una configuracion geolégica montafiosa y
los fuertes aguaceros han ocasionado constantemente
deslizamientos en la via que conduce de Pamplona a
Bucaramanga por lo cual esta zona se considera ideal para la
simulacion de deslizamientos. En el terreno de estudio se
identifica un area de liberacidn de acuerdo a la morfologia de
la zona y se mide parametros caracteristicos del suelo que
permiten su descripcién reoldgica para aplicar el modelo
constitutivo de Voellmy [20], adicionalmente se toma datos de
batimetria que contienen la topografia del terreno, teniendo en
cuenta asi parametros in situ para una aproximacion a la
posible ocurrencia de deslizamientos en esta zona.

2. Modelo matematico

El solucionador empleando en OpenFOAM se llama
faSavageHutterFoam, el cual se basa en un modelo de flujo
integrado en profundidad similar al modelo de [3], la teoria
de este solucionador es descrita por [15] y la aplicacion a
terreno natural ha sido desarrollada e implementada por
[7]. El modelo describe un flujo granular de espesor #,
velocidad promedio en profundidad u y densidad p en un
terreno complejo,

oh _ @)
5+ V(D) =5, =S,
a(hu) J—
atu + Vs - (huu) = —%rb +hg,— ﬁ Vs(hpy), )
Vo (h0) = hgy =5 pPVu(hPp) = 1P ®3)

La Ec.(1) representa la conservacion de la masa, la Ec.(2)
la conservacion del momentum tangencial superficial y la
Ec.(3) el momentum normal superficial, g, es la
aceleracion gravitatoria tangencial superficial y g, la
aceleracion gravitacional normal superficial, n;, es
entonces el vector normal superficial. La tasa de arrastre
volumétrico S,, latasa de deposicion S, y la friccién basal
T, Se expresan como funciones locales de la velocidad
integrada en profundidad u y la presion basal p, como se
muestra en [7] y [15] y teniendo en cuenta el modelo
constitutivo de acuerdo a las propiedades del flujo a
modelar.

1.1 Modelo reolégico

Las ecuaciones Ec.(1), Ec.(2) y Ec.(3) se complementan
con lafriccion basal T, y el arrastre S,, siguiendo el modelo
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constitutivo de Voellmy [20], para la friccion basal se
tiene:

It | = up +%lﬁ|2. @
Donde u = tan(¢) representa el coeficiente de friccién
interna del suelo, para el caso especifico se ha encontrado
que el suelo de la zona tiene un angulo de friccion ¢ =
18°, por lo tanto =032 y € es el coeficiente de
turbulencia de Voellmy.

1.2 Modelo de arrastre

Este modelo de arrastre ha sido aplicado a flujos de
derrubios y lodo como se muestra en [21], segln este
enfoque el arrastre se calcula a partir de consideraciones de
estabilidad de la capa basal. La tasa de arrastre volumétrico
S., se calcula como:

_ Il —c—pp,

S|=—P— b
15el p(1gnl — nlgsD

®)

Donde c representa la cohesion, para el terreno en estudio
este pardmetro tiene un valor ¢ = 150kPa .

3. Descripcion del terreno

La zona kilémetro 1 via Bucaramanga, Pamplona Norte de
Santander presenta una geomorfologia propensa a

deslizamientos de tierra por sus pendientes y la
composicién del suelo. En la parte superior de la ladera se
evidencia una serie de grietas en el suelo producto de la
saturacion del mismo efecto de acumulacién de agua cdmo
se muestra en el recuadro de la Fig. 1.

Figura 1. Ortofotografia de la zona km 1 via Bucaramanga,
Pamplona Norte de Santander, coordenadas 1157934.6,1308667.6 SRC:
EPSG 4326

Fuente: Autores.

El procesamiento previo de los datos se realiza
principalmente a través de un Sistema de Informacién
Geografica (SIG), para el caso especifico de usa la
herramienta de codigo abierto QGIS. Los datos GIS se
traducen a diccionarios OpenFOAM utilizando scripts de
Python cémo se menciona en [7], de este modo es posible
importar la topografia del terreno a partir de archivos
raster, el mapa digital de elevacién DEM de la zona km 1
via Bucaramanga, Pamplona Norte de Santander se
muestra en la Fig. 2.

Figura 2. Mapa digital de elevacion (DEM) de la zona km 1 via
Bucaramanga, Pamplona Norte de Santander
Fuente: Autores.

El DEM ha sido creado mediante la utilidad gridToSTL en
el software OpenFOAM a partir de datos réster tomados
del terreno, este archivo conforma la geometria del
problema, claramente se observa la topografia 3D de la
zona en estudio.

4. Construccion del modelo

A partir del archivo DEM se genera una malla que cubre el
volumen por encima y alrededor del terreno de interés, pero
solo se utiliza la malla limite inferior que corresponde al
terreno de la zona. Se usa la utilidad pMesh que aplica un
modo dominado por poligonos con refinamientos cerca de
las superficies relevantes como se muestra en la Fig. 3.
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5. Resultados

Los siguientes resultados muestran la extension de
propagacion de un posible deslizamiento de tierra en la
zona kiléometro 1 via Bucaramanga, Pamplona Norte de
Santander, teniendo en cuentas datos de topografia del
terreno y usando la caracterizacién de suelos de dicha zona
para establecer parametros del modelo. De acuerdo al area
de liberacion establecida la Fig. 4 se presenta el flujo
temporal del descenso de geo material fluido a lo largo de
la ladera

Figura 3. Mallado generado con pMesh sobre la geometria de la
zona km 1 via Bucaramanga, Pamplona Norte de Santander.
Fuente: Autores.

La utilidad pMesh es capaz de crear mallas de superficie
suave de alta calidad, lo cual es necesario para la
estabilidad del método de &rea finita. Este es un resultado
significativo, considerando la topografia irregular del
terreno montafioso Y las estructuras como edificios y vias.
Posteriormente se define una zona de deslizamiento en la
parte superior de la ladera que se denomina area de
liberacién, una capa delgada de terreno que inicialmente
entra en movimiento sobre la montafia como se muestra en
la Fig. 4.

Figura 5. Serie temporal de Propagacion y extension de un posible
deslizamiento en la zona, simulado con faSavageHutterFoam y
visualizada en ParaView.

La Fig. 5 muestra la linea de tiempo de la simulacién del
deslizamiento realizado con OpenFOAM mediante la
herramienta faSavageHutterFoam. La capa de terreno con
un espesor de aproximadamente 1m se liberaent=0sy
viaja cuesta abajo con una velocidad de hasta 4 m/s. De
acuerdo a la simulacion, el deslizamiento ocurre en 52
segundos y la zona de deposicion se muestra en la Fig. 6,
el espesor de material alcanza los 2.4 metros, cubre la
carretera y una parte entra al campus de la Universidad de
Pamplona como se muestra en la Fig. 7.

Figura 4. Area de liberacion sobre la geometria de la zona km 1 via
Bucaramanga, Pamplona Norte de Santander
Fuente: Autores.

El deslizamiento de tierra se inicia por una liberacion
repentina de toda la capa de suelo en una region inestable.
La corriente de turbidez es iniciada por un flujo de entrada,
donde se establece una condicion limite de Dirichlet. El
resto de los limites se especifican como condiciones de
contorno de Neumann., se pueden encontrar mas detalles
sobre la configuracion de simulaciones en [15].
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Figura 6. Extension de propagacion de un posible deslizamiento en
la zona. La escala de colores representa el espesor del flujo fa_h en
metros.
Fuente: Autores.

e infraestructura afectadas.
Fuente: Autores.

La simulacion se ejecutd en un procesador Intel(R) Core
i5-7250U 16g RAM, graficos NVIVIA GeForce 950MX.

6. Conclusiones

Los deslizamientos de tierra son comunes y variados, su
comportamiento  depende de  muchos  factores,
principalmente de la variedad de materiales en flujo. El
esquema presentado incluye los solucionadores y
herramientas para configurar diversos tipos de flujos lo
cual permite aplicar este esquema a varios tipos de
deslizamientos y avalanchas mediante software de cédigo
abierto.

Se implementa un modelo de arrastre teniendo en cuenta
los pardmetros ¢ y p del suelo que permite describir el
arrastre del geo material en flujo y se presenta la topografia
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del terreno en un mapa de elevacién digital, de acuerdo a
la simulacion, un deslizamiento de tierra podria presentarse
en la zona km 1 via Bucaramanga, Pamplona Norte de
Santander y  tener  consecuencias  significativas
dependiendo del area de liberacion inicial, cémo se
muestra en la Fig. 6, el espesor de flujo alcanza alturas de
2.4 metros y la extension incluye el campus de la
Universidad de Pamplona y la via nacional que comunica
de Pamplona a Bucaramanga.

La simulacion describe un flujo superficial lo cual es una
buena aproximacién a muchos deslizamientos ocasionados
por lluvia y avalanchas sin embargo otros tipos de
deslizamientos requieren una descripcién en profundidad
para obtener resultados satisfactorios.

El software OpenFOAM es una herramienta poderosa para
la simulacion de flujos, sin embargo, la generacién de
mallas y soluciones sobre superficies complejas tiene costo
computacional elevado.
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Resumen

Una variedad de compuestos derivados de la 7H-indeno[2,1-
c]quinolina han sido reportados ya que poseen propiedades
anticancer significativas. Sin embargo, los modos de accién aun
no estan claramente definidos. Se seleccionaron treinta derivados
6-(pyridin)-7H-indeno[2,1-c]quinolinicos los cuales exhiben
actividad anticancer y fueron sometidos a calculos de
acoplamiento molecular usando AutodockVina. Para investigar
preliminarmente las dianas moleculares potenciales y confirmar
la prueba de actividad experimental para estos compuestos
anticancerigenos, el acoplamiento se realizé utilizando dos
enzimas involucradas en el ciclo celular y en la replicacion del
ADN, e.g topoisomerasa 1 y PARP 1 (Poli [ADP-ribosa]
polimerasa 1). Los resultados de acoplamiento revelaron que la
6-(piridin-4-il)-7H-indeno[2,1-c]quinolina-2-carboxamida  1j
exhibié una mejor interaccion de union que el conocido inhibidor
(D7N) co-cristalizado dentro de la (Poli [ADP-ribosa]
polimerasa 1). Por otro lado, la 2-fluoro-6-(piridin-2-il)-7H-
indeno[2,1-c]quinolina 3e se unié mejor a la ADN topoisomerasa
1. Los resultados obtenidos son Utiles para comprender las
caracteristicas estructurales necesarias para mejorar las
actividades inhibidoras.

Palabras clave: Acoplamiento molecular, Topoisomerasa 1,
PARP 1, Interaccion Ligando-Proteina, indeno[2,1-c]quinolinas.

Abstract

A variety of compounds from 7H-indeno[2,1-c]quinoline
derivatives have been reported to possess substantial anticancer
properties. However, their modes of action have not been clearly
defined. Selected thirty 6-(pyridin)-7H-indeno[2,1-c]quinoline
derivatives that exhibit anticancer activity were subjected to
docking simulations using AutoDock Vina. To preliminarily
investigate the potential molecular targets and to confirm the
experimental activity testing for these anticancer compounds, the
docking was performed using two enzymes involved with cell
cycle, and DNA replication, i.e., topoisomerase and 1 and PARP
1 (Poly [ADP-ribose] polymerase 1). The docking results revealed
that  6-(pyridin-4-yl)-7H-indeno[2,1-c]quinoline-2-carboxamide
1j exhibited better binding interaction to (Poly [ADP-ribose]
polymerase 1) than the known D7N co-cristalized inhibitor. By
other hand 2-fluoro-6-(pyridin-2-yl)-7H-indeno[2,1-c]quinoline
3e was best bound to DNA topoisomerase 1. The obtained results
are useful to understand the structural features required to enhance
the inhibitory activities.

Keywords: Molecular docking, Topoisomerase 1, PARP 1,
Ligand-Protein interaction, Indeno[2,1-c]quinolines.

1. Introduccién

El acoplamiento molecular (molecular docking) es una
herramienta computacional ampliamente utilizada con el fin
de predecir energias de union y maneras de interaccion entre
moléculas modelo (ligandos) y proteinas (receptores) [1-3].
Los datos obtenidos del acoplamiento molecular, brindan una
excepcional informacion para el disefio y posible desarrollo
de nuevos andamiajes moleculares con efectos terapéuticos
especificos. Dentro de los variados efectos terapéuticos, se
encuentran compuestos con potencial anticancerigeno, ya
que podrian inhibir alguna de las muchas proteinas clave
existentes en el ciclo celular [4-6]. Como dianas bioldgicas
se encuentran estas proteinas clave, las enzimas de tipo

topoisomerasa 1y PARP 1 (Poli [ADP-ribosa] polimerasa 1),
ya que juegan un papel muy relevante. Estas entidades
proteicas, participan exclusivamente en la fase de sintesis del
ADN, en procesos de separacion de las hebras, transcripcion-
reparacion y replicacion del material genético [7-9]. La
funcidn de la topoisomerasa 1 es evitar el superenrollamiento
por medio de anulacién de tensiones del ADN producidas
durante cualquiera de los procesos mencionados con
anterioridad. Al lograrse la inhibicién de este tipo de enzima,
la célula se vuelve incapaz de replicar su material genético, y
la replicacion del ADN se ve interrumpida por el exceso de
tensiones creadas, lo que, en la mayoria de casos conduce a
una muerte celular inminente [10-12]. Por otro lado, la
funcion de la PARP 1 es iniciar un protocolo inmediato de
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reparacion en cuanto se identifican dafios en el material
genético. Cuando se detectan estas anomalias en el ADN, la
PARP 1 se une en la zona averiada y sirve como marcador
para que se inicie la cascada de reacciones que conllevan a la
reparacion [13-15].

Dentro de las estructuras insignia en el camino de la
inhibicion de la enzima topoisomerasa 1, la Camptotecina se
sitlia como un referente. Desde su primera extraccion, a partir
de la corteza del arbol de camptoteca acuminata hace mas de
50 afios, este compuesto logré posicionarse como compuesto
clave en fines terapéuticos. La Camptotecina posee un
sistema tetraciclico de elevada planaridad lo que le confiere
propiedades intercalantes en el ADN y le permite inhibir las
funciones de la topoisomerasa 1 en la liberacion de tensiones
de superenrollamiento. Adicionalmente, modificaciones al
sistema plano base de la Camptotecina, brindan otro tipo de
interacciones dentro del sitio activo que pueden llegar a
potencializar la union entre el complejo enziméatico-ADN
[16-18].

Para el tratamiento dirigido en la inhibicién de la PARP 1
(Poli [ADP-ribosa] polimerasa 1), los avances son mas
reducidos, ya que los estudios disponibles que se han hecho
con esta diana bioldgica en los Gltimos 15 afios son pocos.
Sin embargo, actualmente ya existen algunos farmacos
desarrollados como el Olaparib y Niraparib, los cuales son
utilizados en tratamientos de cancer de ovario [19-21].

Los avances de tratamientos del cancer, especialmente en la
rama de la quimioterapia han ido en auge con el desarrollo y
avance de las herramientas informaticas. Sin embargo, es
necesario crear nuevas quimiotecas de compuestos con
promisorias propiedades anticancerigenas, que ayuden al
desarrollo de compuesto lideres en la obtencién de farmacos
anticancerigenos. Es por todo esto, que en este articulo se
realiz6 un estudio de acoplamiento molecular tipo docking de
una serie de 30 potenciales inhibidores de la Topoisomerasa
1y PARP 1 (Poli [ADP-ribosa] polimerasa 1). Las diferentes
interacciones fueron clasificadas por medio de los modos
energéticos de union de cada uno de los derivados 6-(piridin)-
7H-indeno[2,1-c]quinolinicos propuestos con el complejo
Topol-ADN y PARP 1.

2. Metodologia

El acoplamiento molecular fue llevado a cabo usando el
software libre AUTODOCK VINA (AV) disponible en
(https://vina.scripps.edu/) usando la interfaz gréfica
Autodocktools 1.5.6 para detectar el tamafio del Grid de
acoplamiento. Discovery Studio Visualizer (DSV), se usé
para la determinacion de coordenadas atomicas y obtener
algunos ligandos en formato pdb. Autodock Tools y su
extension Raccoon, fue utilizada para la creacion de los
correspondientes archivos de entrada (formato pdbqt) de los
ligandos trabajados. La visualizacion de las energias de
acoplamiento, la evaluacion de conférmeros y la validacion
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del acoplamiento molecular (RMSD) se calcularon usando
Chimera en su versién 1.16. La region del sitio activo fue
determinada con el ligando co-cristalizado por medio de la
creacion de una esfera de radio aproximado de 15 A con
centro en el ligando. Las coordenadas seleccionadas en cada
uno de los ejes para la topoisomerasa 1 (PDB ID:1sc7)
fueron: en X (99,4965), Y (1,8187) y Z (11,3498). Las
coordenadas seleccionadas en cada uno de los ejes para la
PARP 1 (PDB ID:5A00) fueron: en X (21,1800), Y (13,900)
y Z (76,250). Elacoplamiento molecular fue hecho mediante
un tamarfio de caja de acoplamiento (30x30x30) para Topo 1
y PARP 1 respectivamente. El espaciado fue 0.375 A,
conteniendo 50 corridas independientes y con un maximo de
4000 iteraciones ejecutadas en una poblacién simple de 100
determinado mediante un algoritmo por defecto [22-24]. El
sitio activo de cada uno de los receptores fue considerado
rigido, mientras que los enlaces de los ligandos se
consideraron como rotables para dar grados de libertad
durante el acoplamiento.

Se eligio la proteina topoisomerasa 1 (PDB 1D:1sc7), la cual
se encuentra co-cristalizada con el 4cido 4-(5,11-dioxo-5,11-
dihydro-6H-indeno[1,2-c]isoquinolin-6-il)butandico
(ligando M38). Se eligi6 la proteina PARP 1 (PDB ID:5A00),
la cual se encuentra co-cristalizada con la 2-[1-(4,4-
difluorociclohexil)-piperidin-4-il]-6-fluoro-3-oxo-2,3-
dihidro-1H-isoindol-4-carboxamida (ligando D7N). Las
proteinas fueron descargadas del Colaboratorio Investigativo
para Bioinformética Estructural (http://www.rcsb.org/pdb).
La estructura 3D de la Topoisomerasa 1 posee resolucion de
3.0 A. La masa molecular es PDB 1D:1sc7: 84.24 KDa con
un contenido cercano de 611 residuos de aminodcidos. La
estructura 3D de la PARP 1 posee resolucion de 2.75 A. La
masa molecular fue PDB ID:5A00: 40.01 KDa con un
contenido cercano de 340 residuos de aminoacidos. Antes de
iniciar el acoplamiento molecular, cada una de las proteinas
fue pretratada eliminando moléculas de agua, glicerol o iones
que poseian, ya que estos son considerados en las
interacciones durante la puntuacién de Vina. Los atomos
polares de hidrégeno fueron adicionados para corregir la
ionizacion. Las cargas fueron ajustadas (Kollman Charges y
Gasteiger Charges). Estas proteinas refinadas fueron
guardadas en formato pdbqt.

Un total de 30 ligandos fue evaluado. Se crearon usando
Chem Draw y fueron guardados en formato cmx.
Adicionalmente se verifico cada estructura y al encontrarse
adecuada, se minimizaron energéticamente usando el campo
de fuerza MM2 de la extension de Gaussian. Las estructuras
minimizadas energéticamente, fueron guardadas en formato
pdb. Los archivos pdb de los ligandos, por medio de
Autodock Raccoon, se ajustaron y fueron transformados en
formato pdbqt, eligiendo el punto de torsion estructural,
especificando el nimero de torsiones y realizando una
asignacion del criterio aromatico a los carbonos aromaticos
de la estructura.


https://vina.scripps.edu/
http://www.rcsb.org/pdb

3. Resultados y Discusion
3.1 - Validacion de los parametros del acoplamiento molecular

Como prueba preliminar, antes de la realizacion del
acoplamiento molecular de la topoisomerasa 1 (ID
PDB:1sc7) y laPARP 1 (PDB ID:5A00) con los 30 ligandos,
fue necesaria la validacién de esta metodologia mediante un
proceso llamado “redocking”. Este paso evalUa la eficiencia
del acoplamiento molecular. Los ligandos co-cristalizados
M38 de la Topoisomerasa 1 y el ligando D7N de la PARP 1
fueron retirados del sitio activo de cada una de las proteinas
y se acoplaron al sitio activo de la misma por medio de los
parametros establecidos para los ligandos de estudio docking.
Luego se determiné el RMSD entre las conformaciones
redockeadas y las conformaciones originales que se
encuentran co-cristalizadas dentro de cada una de las
entidades enzimaticas de estudio (Tabla 1).

Tabla 1. Validacion del acoplamiento molecular. Valor de RMSD (A) para
M38 Y D7N.

Estructura Ligandos Enzima RMSD (A)
Q ADN 1.345
O o Topoisomerasa |
O N~ (ID PDB:1sc7)
PARP 1 1.149

(ID PDB:5A00)

o
H,N.___O
o)
E
= OOX
F F

3.2 — Acoplamiento molecular 6-(piridin)-7H-indeno[2,1-
c]quinolinas con el complejo Topol-ADN (ID PDB:1sc7) y PARP
1 (ID PDB:5A00)

Es necesario resaltar que para que el acoplamiento molecular
sea valido, el valor de RMSD debe ser menor a 2.0 A. Los
resultados obtenidos del método de validacion del
acoplamiento molecular mostrados en la tabla. 1 son una
prueba de esto. En esta se puede observar, que el valor
encontrado para el RMSD de todos los &omos entre la
conformacion co-cristalizada y “redockeada ” es de 1.345 A
(M38) y 1.149 A (D7N) en el experimento “redocking”. Este
valor indica que los parametros para la simulacion del
acoplamiento con los 30 ligandos son buenos para la
reproduccion dentro de la estructura cristalina de rayos X de
la proteina (ID PDB: 1sc7) y (ID PDB: 5A00). El valor de
RMSD puede ser visualizado, mediante la ligera desviacion
que se observa entre el ligando co-cristalizado y el ligando
redockeado (Figura 1).

Figura 1. Validacion del acoplamiento molecular para M38
(izquierda) y D7N (derecha). Ligando Ocre. Estructura co-cristalizada y
caracterizada por DRX. b. Ligando azul celeste. Estructura producto del

“Redocking”.
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Una vez definidos los parametros por medio de la validacion
del acoplamiento molecular, se realizaron los calculos de
energias de afinidad para los 30 ligandos propuestos. Cada
uno de los experimentos evalué la interaccién proteina
ligando de las 6-(piridin)-7H-indeno[2,1-c]quinolinas vy la
topoisomerasa 1 y PARP 1. Los resultados producto de estas
interacciones se encuentran resumidos en la tabla 2.

Tabla 2. Estructuras y valores de energia de afinidad del mejor conférmero
después del acoplamiento molecular con la topoisomerasa 1 (PDB ID:1sc7)
yPARP 1 (PDB ID:5A00).

R = H, CH;, CH;CH, CH;0, CH;CH,0, F, Cl, Br, I, NH,CO

Entrada Comp. Vina Score Vina Score

Kcal/mol Kcal/mol

PARP 1 TOPO 1
1 la -10.5 -11.3
2 1b -11.0 -11.0
3 1c -10.8 -11.1
4 1d -10.4 -11.3
5 le -10.3 -11.1
6 1f -10.8 -11.5
7 19 -10.8 -11.1
8 1h -10.7 -11.1
9 1i -10.3 -11.1
10 1j -11.2 -11.2
11 2a -10.4 -11.3
12 2b -10.8 -11.1
13 2c -10.6 -11.1
14 2d -10.3 -11.1
15 2e -10.2 -11.2
16 2f -10.8 -114
17 29 -10.7 -11.1
18 2h -10.5 -11.1
19 2i -10.5 -11.0
20 2j -11.1 -11.1
21 3a -10.2 -11.5
22 3b -10.7 -11.7
23 3c -10.5 -11.5
24 3d -10.2 -11.5
25 3e -10.2 -113
26 3f -10.7 -11.9
27 3g -10.5 -11.5
28 3h -10.4 -11.5
29 3i -10.1 -11.3
30 3j -10.0 -116
31 D7N -110 0 e
32 M38 e -10.1

Los primeros resultados del acoplamiento molecular se
realizaron con las estructuras del ligando co-cristalizado M38
para Topoisomerasa 1y DN7 para PARP 1. En la figura 2 se
muestran las interacciones que presenta el M38 con los
residuos aminoacidicos de la proteina (ID PDB:1sc7). En esta
se puede evidenciar que el andamiaje molecular
isoquinolinico M38 presenta interacciones con 4 bases
nucleotidicas donde se encuentra intercalado entre los
siguientes nucledtidos TGP11, DA113, DC112 y DT 10. Las
interacciones mostradas del ligando co-cristalizado con los
residuos de aminoacidos son tipo puente de hidrégeno con la
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ARG364 y arrojé un valor de energia de afinidad de -10.1
KCal/mol.

=< jen Sond J v Stacked
PrDo Bond

Figura 2. Interacciones M38 con complejo enziméatico Topo 1-ADN (ID
PDB:1sc7). A. Vista 3D de las interacciones. B. Vista 2D de las
interacciones.

Ahora en la figura 3 se muestran las interacciones que
presenta el D7N con los residuos aminoacidicos de la
proteina (5A00). En esta se puede evidenciar que el
andamiaje molecular isoindolcarboxamida D7N presenta tres
de estas con los hal6genos estructurales y los residuos
GLN759, PHE897 y THR887. También se observan
interacciones tipo pi alquilicas con los aminoacidos TYR889,
TYR896 y ALAB898. Finalmente, se observan interacciones
de puente de hidrégeno con los aminoacidos GLY:863 y
SER904. Todas las interacciones arrojan una energia de
afinidad de -11.0 KCal/mol.

Figura 3. Interacciones D7N con estructura enzimatica PARP 1 (5A00). A.
Vista 3D de las interacciones. B. Vista 2D de las interacciones.

Una vez analizadas las interacciones de los compuestos co-
cristalizados, se procedié evaluar las energias de afinidad
obtenidas para cada uno de los 30 ligandos propuestos y
comparar los resultados con las energias de afinidad de las
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especies co-cristalizadas. Para poder comprender a detalle la
informacién producto del acoplamiento molecular, se decidié
escoger aquellos compuestos que presentaron mayores
energias en el proceso. Para el caso de las interacciones de
los compuestos de estudio con la topoisomerasa 1, el
compuesto 3j exhibid la mejor energia de afinidad figura 4A
(-11.9 Kcal/mol) muy superior a la mostrada por su ligando
co-cristalizado M38 (-10.1 Kcal/mol). Por otra parte, las
interacciones de los ligandos con la PARP 1, arrojaron que el
compuesto 1j mostrd la mejor energia de afinidad figura 4B
(-11.2 Kcal/mol) muy cercana a la del ligando co-cristalizado
D7N (-11.0 Kcal/mol). Estos resultados dan un indicio
respecto a que los ligandos de estudio se acoplan de manera
similar a los ligandos co-cristalizados y en algunos casos, de
una manera mejor que estos dentro del sitio activo de la
respectiva enzima.

s | score| RMSD Lb. | RMSD wb.
A v -11.9 0.0 0.0
V-5 2703 5476
Vv -114 2,633 5.293
vV 109 1.648 2.598

V 108 2875 6.250
V107 3928 8.294
V105 484 8589
vV 103 5191 7.824
8.974

Figura 4. Conférmeros con mejor VinaScore para las interacciones Topo 1
y PARP1. A. Conférmero compuesto 3f (TOPO 1). B. Conférmero
compuesto 1j (PARP 1).

Evaluando mas a fondo las interacciones del conférmero 3f
con la enzima topoisomerasa 1, se observa la intercalacion
perfecta por parte de la molécula. Se puede ver, que la 2-
fluoro-6-(piridin-2-il)-7H-indeno[2,1-c]quinolina 3f se posa
en la Unica zona escindida por el enzima Topoisomerasa 1.
La molécula 3f queda rodeada por dos pares de nucle6tidos
DT10, DG12, DA113 y DC112. Todas estas interacciones se
ajustan a interacciones tipo pi-pi, entre los anillos del ligando
y los anillos de las bases nucleotidicas (Figura 5).

Figura 5. Intercalacion ligando 3f con complejo enzimético Topo 1-ADN
(PDB ID:1sc7).



Viendo mas a detalle y restringiendo la zona Gnicamente a las
interacciones del ligando, se puede observar una serie de
interacciones directas con residuos aminoacidicos clave
durante el proceso de replicacion del ADN, esos aminoacidos
son: THR718, ARG364, ASP533. Se encontrd también que
el compuesto 3f forma un enlace de hidrégeno con la
ARG364. Asi mismo, se reveld que, en la mayoria de los
compuestos sintetizados y evaluados, el a&tomo de nitrogeno
quinolinico forma un enlace de hidrégeno con el residuo de
Arginina 364. Es de recalcar que, para los compuestos con
sustituyente diferente a fldor en la posicidon dos del anillo
quinolinico, se forma un enlace mas débil con el residuo de
Arginina 364 en lugar del puente de hidrégeno con su atomo
de nitrégeno, motivo que hace que cambien los valores de la
energia de afinidad respecto a los otros sustituyentes. Las
interacciones adicionales que se observan, corresponden a
complementos hidrofobicos de aminoacidos y nucle6tidos,
los cuales ayudan a estabilizar el complejo Enzima-ADN-
Ligando, obteniéndose de esta manera una energia de
afinidad de -11.9 Kcal/mol. Los resultados de acoplamiento
molecular muestran, que todos los compuestos estudiados
siguen patrones de union similares al de la estructura co-
cristalizada (M38) y se pueden ver claramente las similitudes
existentes en el sitio de union del complejo ADN-
Topoisomerasa 1 (Figura 6).

Figura 6. Interacciones ligando 3f con complejo enziméatico Topo 1-ADN.
A. Vista 3D de las interacciones. B. Vista 2D de las interacciones.

Pasando ahora a los valores de energias de afinidad del
complejo enzimatico PARP 1 (Poli [ADP-ribosa] polimerasa
1), se logré evidenciar lo siguiente. EI compuesto 1j mostré
un ndmero significativo de interacciones, las cuales
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corroboran la elevada energia de afinidad que presento,
superando aunque por poco, la energia de afinidad presentada
por el ligando co-cristalizado (D7N). De esta serie de
interacciones se puede resaltar que, la molécula presenta
contactos cercanos con 12 residuos de aminoacidos. Cuatro
de estas interacciones son tipo pi con 5 residuos, HIS862,
LYS903, ALA898, TYR896 y TYR 907. Tres interacciones
son de tipo van der Waals con los residuos GLY 863, SER904
y PHEB897. Las dltimas cuatro interacciones y mas
importantes son tipo puente de hidrégeno con los residuos
SER864, GLY888, MET890 y GLU988. Todas las
interacciones mostradas en la figura 7 presentan homologia
con el ligando co-cristalizado en la PARP 1 (ID PDB:5A00),
de ahi que sus energias de afinidad sean relativamente
cercanas.

|

Figura 7. Interacciones ligando 1j en sitio activo de PARP 1. A. Vista 3D
de las interacciones. B. Vista 2D de las interacciones.

3.3 — Indice de estabilidad

Con los datos obtenidos de los valores de las energias de
union en el partado anterior, se puede llegar a establecer un
valor llamado indice de estabilidad. Este dato cuantifica la
fuerza que ejerce la interaccion del sitio activo de cada
entidad enzimatica con el igando en su interior. Otro dato
importante, es que el indice de estabilidad limita el analisis al
sitio activo de la proteina.

El indice de estabilidad se calcula por medio de los valores

energéticos de las interacciones proteina-ligando y se divide
entre el menor valor energético hallado en la ecuacion 1, por
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ultimo los valores son normalizados mediante el uso de la
ecuacion 2.

IE = Ei

Emenor

@)

IEN = | (Ei—Emenor | (2)

| Emayor—Emenor |
Donde:

Ei=Energia de interaccién obtenida

Emenor= Menor energia de interaccion obtenida
Emayor= Mayor energia de interaccion obtenida

De acuerdo a la tabla 3, se puede observar que los compuestos
1j y 3f mostraron la mayor estabilidad dentro del sitio activo
de la topoisomerasa 1y la PARP 1 respectivamente. También
se puede evidenciar que, los ligandos estudiados tienen una
alta selectividad sobre la topoisomerasa 1 que por la PARP
1. Sin embargo, los indices de estabilidad superan a los de las
especies co-cristalizadas de cada entidad enzimatica
indicando que estos ligandos se unen de una manera mejor y
mas estable dentro de cada sitio activo.

Tabla 3. Indice de estabilidad normalizado para cada ligando con la PARP
1 (ID PDB:5A00) y Topoisomerasa (PDB 1D:1sc7).

Entrada Comp. IEN IEN
PARP 1 TOPO 1
1 la 0,42 0,68
2 1b 0,83 0,52
3 1c 0,70 0,58
4 1d 0,33 0,68
5 le 0,25 0,58
6 1f 0,70 0,79
7 19 0,70 0,58
8 1h 0,58 0,58
9 li 0,25 0,58
10 1j 1,00 0,68
11 2a 0,33 0,68
12 2b 0,70 0,58
13 2c 0,50 0,58
14 2d 0,25 0,58
15 2e 0,17 0,63
16 2f 0,70 0,73
17 29 0,58 0,58
18 2h 0,50 0,58
19 2i 0,50 0,52
20 2j 0,91 0,58
21 3a 0,17 0,79
22 3b 0,58 0,89
23 3c 0,50 0,79
24 3d 0,17 0,79
25 3e 0,17 0,68
26 3f 0,58 1,00
27 3g 0,50 0,78
28 3h 0,33 0,79
29 3i 0,08 0,68
30 3j 0 0,84
31 D7N 083 -
32 M38 - 0

4. Conclusiones

Se podria esperar que los compuestos estudiados logren
inhibir la topoisomerasa 1 y la PARP 1. Sin embargo, es
necesario realizar ensayos enzimaticos que potencialicen los
resultados obtenidos. Ademas, estos resultados demuestran
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por medio de las validaciones realizadas que, los parametros
establecidos son éptimos para su reproducibilidad en un
amplio espectro de ligandos potenciales inhibidores de la
topoisomerasa 1 y la PARP 1. Los compuestos 1j y 3f
mostraron los valores de energias de afinidad e indices de
estabilidad del sitio activo de la PARP 1 (Poli [ADP-ribosa]
polimerasa 1) y de la topoisomerasa 1 respectivamente.
Adicionalmente, se puede destacar que estos compuestos
inhiben de forma significativa ambas entidades enzimaticas
lo que los podria postular como potenciales inhibidores
duales en la detencion del ciclo celular. De la misma manera,
el estudio proporciona un indicio de que estos compuestos
pueden ser investigados mas a fondo en la interaccién con
otros tipos de enzimas dentro del ciclo celular.
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Resumen

En este articulo, se utiliza la nocién de conjuntos (¢,7)-a™-
abiertos para introducir las nociones de (i, j)-a""-conexo, (4, j)-a™-
compacto, (7, j)-a™-Ty-espacio, (i, j)-a™-T1-espacio e (i, j)-a™-
T5-espacio. Adicionalmente, algunas de sus propiedades y caracteri-
zaciones son probadas.

Palabras clave: Espacios bitopoldgicos, generalizaciones de
conjuntos abiertos, conexidad y compacidad .

Abstract:

In this paper, we use the notion of (7, j)-a™-open sets to introduce
the concepts of (i, j)-a"-connected, (i, j)-a™-compact, (i, j)-a"-
To-space, (%, j)-a™-T1-space and (i, j)-a™-T»-space. Furthermore,
we prove and show some of their properties and characterizations.

Keywords: Bitopological spaces, generalized open sets, con-
nected and compactness.

1. Introduction and preliminaries.

The notion of bitopological space was introduced by Kelly [8] in
1963, the study of open and closed sets in bitopological spaces
have increased in several field of general topology. Additionally,
it is well know that the concept of compactness is one of the most
important subject in general topology and it has a very important
role in the theory of topological spaces, bitopological spaces
and much more. On the other hand, connected spaces is very
important in general topology. Recently, Granados [5] studied
w-N-a-open sets on connected spaces and showed some of their
properties. Furthermore, the notion of (i, j)-a™-open sets, (i, j)-
a-continuous and conta (i, j)-a™-continuous functions were
introduced by Granados see([4, 3]).

In this paper, we show and investigate various properties
of (i, 7)-a™-compact, (4, j)-a™-connected, (i, j)-a™-Tp-space,
(i,4)-a™-T1-space, (i,j)-a™-Th-space. Besides, we prove
some of their properties.

Throughout this paper, (X, 7;,72) means a bitopological
space on which no separation axioms are assumed unless other-
wise mentioned. Moreover, we sometimes write X instead of
(X ,T1, T 2).

Now, we write some definitions which are useful for the devel-
oping of this paper.

Definition 1. Let (X, 7, 72) be a bitopological space and
A C X, then A is said to be (i,j)-a™-closed set [4] if
Int;,(Cl;,(A)) C U, whenever A C U and U is (i, j)-a-open
set where (i, j) € {1,2}. The complement of an (i, j)-a™-closed
set is called (i, j)-a™-open set.

Example 1. Ler X = {gw,e,r}, =
{0, X {a}, {w} {g.w} {q,0,7}}  and 7 =

{@) X7 {q}’ {6}, {qa 6}7 {Q) €, T}} Thenr {Q7 ’LU} is an (Za j)'am'
closed set.

Definition 2. [4] The intersection of all (i, j)-a™-closed sets

of X containing A is called the (i, j)-a™-closure of A and it is
denoted by (i,j)-a™-Cl(A).

Definition 3. A function f : (X,71,72) — (Y,01,02) is said
to be (i, j)-a™-continuous [4] if f=1(V) is (i, j)-a™-closed
(respectively, (i, j)-o™-open) set of X for every o;-closed (re-
spectively, o j-open) set V of Y where (i,7) € {1,2}.

Definition 4. A function f : (X,11,72) — (Y,01,02) is said
to be (i, j)-a™-irresolute if [4] f~1(V') is (i, j)-a™-closed (re-
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spectively, (i, j)-a™-open) set of X for every (i, j)-a™-closed
(respectively, (i, j)-a™-open) set V of Y where (i,7) € {1,2}.

Definition 5. A function f : (X,71,72) — (Y, 01,02) is said
to be contra (i, j)-a™-continuous [3] if f~*(V) is (i,j)-a™-
closed set of X for every cj-open set V of Y where (i,j) €

{1,2}.

Definition 6. A function f : (X, 11,72) — (Y, 01, 02) is said to
be contra (i, j)-a™-irresolute if [3] f~X(V') is (i, j)-a™-closed
set of X for every (i,j)-a™-open set V of Y where (i,j) €

(1,2},

Definition 7. A collection U of a bitopological space (X, 11, 72)
is said to be pairwise open [2] if U C 7; U 7; and for each
(i,7) € {1,2}, U N 7; contains a non-empty set. Besides, U is
said to be pairwise open cover of X if U covers X.

Definition 8. A biropological space (X, 71, 72) is said to be
pairwise compact [2] if every pairwise open cover of X has a
finite subcover.

Definition 9. Ler (X, 71, 72) be a bitopolgical space. Then, X

si said to be pairwise C-compact [9] if for each pair of point

7j-closed A of X and each subsets pairwise open on U of A,

exits a finite sub-family of elements U, V1, Vo, Vs, ..., V,, such
n

that A C U 7;-ClV}, where i # j where (i, j) € {1, 2}.
i=1

2. Separation axioms via (7, j)-a'"-open sets

In this section, we define and study the concepts of (4, j)-a™-Tp-
space, (4, j)-a™-T;-space and (i, j)-a™-Ts-space. Throughout
this section (X, 71, 72) is a bitopological space where (i, j) €

{1,2}.

Definition 10. A bitopological space (X, T1,T2) is said to be
(i, §)-a™-Ty if for every pair of distinct points in X, there exits
an (i, j)-a™-open set of X containing one of points but not the
other.

Theorem 1. A bitopological space (X, 11,72) is (4, j)-a™-Ty if
and only if for each pair of distinct points x,y of X, (i,7)-a™-
Cl({z}) # (i, 7)-2™-Cl({y})

Proof. Let (X, 71, 72)bean (i, j)-a™-T} space and x, y any two
distinct points of X . Then, there exits an (4, j)-a"*-open set V'
containing x or y, say, x but not y. Then, X — V is an (4, 5)-
a™-closed set, that does not contain x but contains y. Since
(4,7)-a™-Cl{y}) is the smallest (7, j)-a-closed set containing
. (i, j)-a™-Cl({y}) C X — V. and s @ & (i, /)-a™-Cl({y}).
Consequently, (i, j)-a™-Cl({x}) # (i,5)-a™-Cl({y}). Con-
versely, let z,y € X,  # y and (i,5)-a™-Cl({x}) # (i,7)-
a™-Cl({y}). Then, there exits a point z € X such that z be-
longs to one of the two sets, say, (4, j)-a™-Cl({z}) but no to
(4,7)-a™-Cl({y}). Suppose that z € (3, j)-a™-Cl({y}), then
z € (4,§)-a™-Cl({z}) C (i,7)-a™-Cl({y}), which is a contra-
diction with z ¢ (7, j)-a™-Cl({y}). Therefore, x € X — (i, §)-
a™-Cl({y}), but X — (i,5)-a™-Cl({y}) is an (¢, j)-a"™-open

set and does not contain y. In consequence, (X, 71, 72) is (4, j)-
a™-Ty. O

Definition 11. A bitopological space (X, 11, T2) is said to be
(i, 4)-a™-Ty if fore every pair of distinct points x,y of X, there
exits a pair (i, j)-a™-open sets one containing x but not y and
the other containing y but not x.

Remark 1. Iz is clear that every (i, j)-a™-T} is (i, j)-a™-Ty,
but the converse need not be true.

Theorem 2. For a bitopological space (X, 11, T2), the following
statements are equivalent:

1. (X, 711,72) is (i,§)-a™-T1.
2. Each singleton subset of X is (i, j)-a™-closed in X.

3. Each subset of X is the intersection of all (i, j)-a™-open
sets containing it.

4. The intersection of all (i, j)-a™-open sets containing the
point x € X is the set {x}.

Proof. (1)=(2): Let x € X. Then, by the part (1) of this
Theorem, for any y € X, y # x, there exits an (4, j)-a""-open
set U,, containing y but not . Indeed, y € U, C X — {x}. Now,
varying y over X — {z}, we have X — {z} = U{Uy ty €
X — {«}}. Hence, X — {2} being an union of (i, j)-a™-open
sets. Therefore, {z} is (4, j)-a™-closed.

(2)=(3): If U C X, then for each point y ¢ U, there exits
aset X — {y} such that U C X — {y} and each of these sets
X — {y{ is (4,4)-a™-open. Therefore, U = m{X —{y}:
y € X — U} and so the intersection of all (, j)-a™-open sets
containing U is the set U itself.

(3)=(4): Itis clear.

@=(): Let z,y € X and = # y. Then, there exits an
(i,7)-a™-open sets, say, V,, such that y ¢ V. Similarly, there
exits an (4, j)-a'™-open set V,,, x ¢ V,,. Therefore, (X, 7y, 72) is
(i, §)-a™-T}. O

Lemma 1. If every finite subset of a bitopological space
(X, 71,72) is (i, §)-a™-closed, then it is (i, j)-a™-T7.

Proof. Let z,y € X such that z # y. Then, by hypothesis, {z}
and {y} are (i, j)-a™-closed sets in X. Thus, X — {z} and
X — {y} are (i, j)-a"™-open sets of X such that x € X — {y}
andy € X — {z}. Therefore, (X, 11, 72) is (¢,7)-a™-Ty. O

Definition 12. A bitopological space (X, 11, 72) is said to be
(i, 4)-a™-Ty if for every pair of distinct points x,y of X, there
exits a pair of disjoint (i, j)-a'™-open sets, one containing x and
the other containing y.

Remark 2. It is clear that every (i, j)-a™-Ts is (i, j)-a™-T1,
but the converse need not be true.

Theorem 3. For a bitopological space (X, 1, 72), the following
statements are equivalent:
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1. (X, 711,72) is (i,7)-a™-Ts.

2. Let v € X. For each y # z, there exits U € (i,j)-
a™BO(X,x) and y & (i,7)-a™-Cl(U).

3. Forechx € X, m{(i,j)-am-Cl(Vm) :Vyisan (i,7)-a™-
open set containing x } = {x}.

Proof. (1)=(2): Letz € X and y # x. Then, there exits disjoint
(i,7)-a™-opensets U and V such thatz € U andy € V. Clearly,
X — Vis (4, j)-a™-closed. Indeed, (i, j)-a™-Cl(U) C X —V
and then y ¢ (4, j)-a™-Cl(U).

(2)=(3): If y # =, then there exits V € (i, j)-a™BO(X, x)
and y ¢ (4,5)-a™-Cl(V). Therefore, y ¢ ﬂ{(i,j)—am-
Cl(V):V € (i,j)-a™BO(X, x)}.

(3)=(1): Letz,y € X such that z # y. Then, y ¢ {x} =
({(i,§)-a™-Cl(V) : V € (i,j)-a™BO(X,z)}. Therefore,
y & (i,7)-a™-CIl(V) for some (4, j)-a™-open set V containing
x. Clearly, V and X — (4, j)-a™-CIl(V) are the required (4, j)-
a™-open sets containing x and y, respectively. O

Definition 13. If A is both (i, j)-a™-open set and (i, j)-a™-
closed set of a bitopological space (X, T1,72), then A is called
(i, J)-a™-coplen, where i # j.

Theorem 4. A bitopological space (X, 11, 72) is (4, 7)-a™-Ty if
and only if for each pair of distinct points x,y € X, there exits
an (i,7)-a™-coplen set V' containing one of them but not the
other.

Proof. Let (X, 7y, 72) be an (i, j)-a'™-T space and z,y € X
such that x # y implies that there exits two disjoint (7, j)-a™-
open sets U and V such thatz € U andy € V. Since UNV =
and Vis an (4, j)-a™-openset, r ¢ U C X —Vand X -V
is (7, j)-a™-closed. Since (X, 11, 72) is (4, 7)-a™-T5 for each
x € X — V there exits and (4, j)-o-open set U, such that x €
U, C X —V.Then, X — V is (¢, j)-a-open. In consequence,
X —Visan (i, j)-a™-coplen set. Conversely, suppose for every
pair of distinct points z,y € X, there exits an (4, j)-a™-coplen
set U containing x but not y. Then, X — U is an (4, j)-a"™-open
setandy € X —U. SinceUN (X —U) =0, (X, 71,72) is an
(i,7)-a™-T; space. O

Theorem 5. For a bitopological space (X, 11, T2), the following
Statements are equivalent:

1. (X, 711,719) is (i,7)-a™-Tx.

2. The intersection of all (i, j)-a™-coplen sets of each point
in X is singleton.

3. For a finite number of distinct points {z; : 1 < i < n},

there exits an (i, j)-a™-open set H; such that {H; : 1 <
i < n} are pairwise disjoint.

Proof. (1)=(2): Let (X, 71, 72) be an (i, j)-a™-T» space and

x € X. Suppose ﬂ{H : His (i,j)-a™-coplenand x € H} =

{z,y} where  # y. Since (X, 71,72) is (4,7)-a™-Tz, there
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exists two disjoint (i, j)-a™-open sets U and V such that 2 €
Uandy € V. Then,z € U C X — V, indeed X — V is
(i,4)-a™-open set and also it is (¢, j)-a™-closed. Therefore,
X —Vis (4, j)-a™-coplen set containing « but not y, which is a
contradiction. This implies that the intersection of all (i, j)-a™-
coplen sets containing « is {z}.

(2)=(@3): Let {z1, 22, ...,2,} be a finite number of distinct
points of X Then, by part (2) of this Theorem, {z; = [ {B : B
is (4, j)-a™-coplen set and x; € B} fori = 1,2,...,n. Since
xj € {z;},fori,j =1,2,...,nand i # j, there exits an (i, j)-
a™-coplen set By such that z; € By and x; ¢ By for i # j and
1 <4,j <n.Then, z; € X — By, where X — By is an (i, j)-a™-
coplen set and By N (X — By) = 0. Indeed, X — By is an (i, j)-
a™-open set containing x;. Therefore, for each ¢, there exits
pairwise disjoint (4, j)-a"-open sets H; for {z; : 1 <i < n}.

(3)=(1): It is clear. ]

3. (4, j)-a™-connected

In this section, we define and study the concepts of (4,7)-
o™-connected space, (i,7)-a™-set-connected and (i, j)-a™
extremally disconnected. Besides we show some results on (4, j)-
«™-continuous functions. Throughout this section (X, 71, 72) is
a bitopological space where (i, j) € {1, 2}.

Definition 14. Let (X, 71, 72) be a bitopological space. Then,
X is said to be (i, j)-a™-connected if X cannot be expressed as
the union of two non-empty disjoint (i, j)-a'™-open sets.

Definition 15. Let (X, 71, 72) be a bitopological space. Then,
X is said to be pairwise connected [10] if it cannot be expressed
as the union of two non-empty disjoint sets U and V' such that U
is Ti-open and V' is Tj-open, where i # j.

Proposition 1. If f : (X, 7,72) — (Y,01,09) is a (i,5)-
o™ -continuous and surjection function, besides X is (i, j)-a™-
connected, then'Y is pairwise connected.

Proof. Suppose that Y is not pairwise connected. Then, there
exits U € o, and V € oj suchthat U,V # 0, UNV =0
and U UV =Y. Since f is surjection, it has f~1(U) # () and
f~Y(V) # 0. Besides, since f is (i, j)-a™-continuous, f~(U)
is (i, j)-a™-continuous, it has f~1(U) is (i, j)-a™-open and
f~1(V) is (i,5)-a™-open such that f~1(U) N f~1(V) = 0
and f~1(U) U f~%(V) = X. This implies that X is not (4, 5)-
a-connected, which is a contradiction. In consequence Y is
pairwise connected. O

Proposition 2. If [ : (X,71,72) — (Y,01,09) is a (i,5)-
o™-irresolute and surjection function, besides X is (i,7)-a™-
connected, then'Y is (i, j)-a"™-connected.

Proof. The proof is similar to the Proposition 1. O

Definition 16. A function [ : (X, 711,72) — (Y, 01,02) is said
to be (i, j)-a"™-set-connected if f(x) is (i, j)-a™-connected be-
tween f(A) and f(B) in the bitopological space X which is
(i, j)-a™-connected.



Theorem 6. Let f : (X, 71,72) — (Y,01,02) be a function
(i, j)-a™-set-connected if and only if f~1(F) is an (i,j)-a™-
coplen set of X for any (i, j)-a™-coplen F set of Y.

Proof. NECESSARY: Let f be (i, j)-a™-set-connected and F'
be (i,7)-a™-coplen set of Y. Now, suppose that f~1(F) is
not (4, j)-a™-coplen set of X, then X is (4, j)-a™-connected
between f~1(F) and X — f~1(F). Since f is (4,7)-a™-set-
connected, Y is (i, j)-a™-connected between f(f~!(F)) and
f(X — f7YF)). But, f(f7Y(F))=FNY = Fand f(X —
f~Y(F)) =Y — F, in consequence F is not (i, j)-a™-clopen
set of Y and this is a contradiction. Therefore, f~1(F) is an
(i,7)-a™-coplen set of X.

SUFFICIENCY: Let f~(F) be an (i, j)-a™-clopen set of
X for any (i, j)-a™-coplen F set of Y and let X be (i, j)-a™-
connected between A and B. Now, suppose that Y is not (4, j)-
a™-connected between f(A) and f(B), then there exits an (¢, j)-
a™-coplen F' set of Y such that f(A) C F' C Y — f(B). But,
AC f7Y(F) Cc X—Band f~(F)isan (4, j)-a™-coplen set of
X and this is a contradiction, because X is (i, j)-a™-connected.
Therefore, f is (i, j)-a™-connected. O

Lemma 2. Let f : (X, 71,72) — (Y, 01, 02) be a function (i, j)-
a™-set-connected and A C X such that f(A) is an (i, j)-coplen
set of Y. Then, the restriction f|a : A — Y is (i,j)-a™-set-
connected.

Proof. Let A be (i, j)-a™-connected space between B and C.
Then, X is (4, j)-a™-connected between B and C of Y is (3, j)-
a™-connected between f(B) and f(C). Since f(A) is an (i, j)-
coplen set of Y, then f(A) is an (i, j)-a™-connected between

f(B) and f(C). O

Definition 17. Let (X, 71, 72) be a bitopological space. Then, X
is said to be (i, j)-a™-extremally disconnected if the (i, j)-o'-
closure of any (i, 7)-a™-open set is (i, j)-a"™-open set, where
i #j.

Theorem 7. Let f : (X, 71,72) — (Y,01,02) be a function
(i, 7)-a™-set-connected. If' Y is (i, j)-a™-Ty space and (i, j)-
o™-extremally disconnected, then f|a : A — Y is constant for
every (i, j)-a™-connected subset A of X.

Proof. Let x,y € A and x # y. Suppose that f(x) # f(y) in
Y. Since Y is (i, j)-a™-T5 space and (4, j)-a™-extremally dis-
connected, there exits (i, j)-a™-coplen set U of Y such that
f(z) € U and f(y) ¢ U. Now, since f is (i,7)-a™-set-
connected, it has f~(U) is (i,7)-a™-coplen set of X. And
so, f~1(U) N A is a non-empty proper (i, j)-a™-coplen set of
the subset A, this implies that A is not (i, j)-a™-connected space
and this is a contradiction. Therefore, f(z) = f(y) and hence
fla : A — Y is constant. O

Theorem 8. If f : (X, 71,72) — (Y,01,02) is a surjective
function, then the following properties hold:

1. If f is contra (i,j)-a™-irresolute and (X,T1,72) is an
(i, j)-a™-connected space, then (Y,01,09) is a (i, j)-a™-
connected space.

2. If f is contra (i, j)-a"™-continuous and (X, 1;,7;) is an
(i, j)-a™-connected space, then (Y, o1, 02) is a (i, j)-a™-
connected space.

Proof. (1) Let f : (X,71,72) — (Y,01,02) be a surjective
contra (%, j)-a™-irresolute function and (X, 7y, 72) an (,5)-
a™-connected space. Suppose that (Y, 01, 02) is not (4, j)-a™-
connected. Then, there exist nonempty (4, j)-a’™-open subsets
Aand Bof Y suchthat ANB = (andY = AU B. Thus,
U=Y—-AandV =Y — B are nonempty (4, j)-a™-closed sub-
sets of Y such that UNV = (Y —A)N(Y —~B) = Y —(AUB) =
Y-Y =0andUUV = (Y —A)U(Y —B) =Y — (ANB) =
Y — (@ =Y. Since f is a contra (7, j)-a™-irresolute function,
we have f~1(U) and f~1(V) are (i, j)-a™-open subsets of X
and also, f~HU)N f~X (V) = fFAUNV) = f710) =0
and f~HU)U (V)= fFHUUV) = f~4Y) = X. This
contradicts the fact that (X, 71, 72)) is an (4, j)-a"™-connected
space. Therefore, (Y, 01, 02) is (4, j)-a™-connected.

The proof of (2) is similar to (1). O]

Theorem 9. A bitopological space (X, T1,72) is (i,7)-a™-
connected, if each contra (i,j)-a™-continuous function f :
(X,711,72) = (Y,01,02), where (Y, 01,02) is a To-space, then
f is a constant function.

Proof. Suppose that (X, 7y, 72) is not a (i, j)-a™-connected
space and each contra (i,7)-a™-continuous function f

(X,71,7) — (Y,01,02), where (Y,01,09) is a Ty-space,
is a constant function. Since (X,7y,72) is not (4,7)-a™-
connected, then there exists a nonempty proper subset A of
X which is both (7,j)-a™-open and (7, j)-a™-closed. Let
Y = {a,b,c}, o1 = {0,Y,{a},{b},{a,b}} and oo =
{Y,0,{a},{b},{a,b},{a,c}} be a topologies on Y and f :
(X, 71,7) — (Y,01,02) be a function such that f(A4) = {a}
and f(X — A) = {b}. Then f is a non-constant contra (i, j)-a"-
continuous function such that (Y, 01, 02) is a Tp-space, which is
a contradiction. Therefore, (X, 71, 72) is an (4, j)-a™-connected
space. O

4. (i, 7)-a"-compactness

In this section, we introduce and study the concepts of (i, j)-a™-
compact space and (i, j)-a"-C-compact space. Throughout this
section (X, 71, 72) is a bitopological space where (i, j) € {1, 2}.

Definition 18. A bitopological space (X, 11, 72) is said to be
(i, j)-a™-compact if each (i, j)-a™-cover of X has a finite sub-
cover.

Theorem 10. If a bitopological space (X, 11,72) is (i,7)-a™-
compact and F is a proper (i, j)-a™-closed set of X, then each
(i, 4)-a™-open cover of F has a finite subcover.

Proof. LetU = {Us : 6 € A} be an (i, j)-a™-open cover of F,
then U U (X — F) is (i, j)-a™-cover of X. Since X is (i, 7)-
a™-compact, U U (X — F) has a finite subcover V for X. Now
a finite subcover for F’ can be obtained by V' easily. [
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Theorem 11. A bitopological space (X, T1,72) is (i,7)-a™-
compact if X is pairwise compact and if for each (i, j)-a™-cover
U of X there exists a pairwise open collection associated to U
that is a cover of X.

Proof. Let U be (i, j)-a™-cover of X. By hypothesis, we have
a pairwise open cover G associated to U. Si for each (i, j)-a™-
open set A € U, there exist an 7;-open set B € G such that
B C A C 1;-CIl(B). Since X is pairwise compact, G has a
finite subcover and then U has a finite subcover. Therefore, X is
(i, j)-a™-compact O

Theorem 12. Let (X, 71, 72) be (i, j)-a™-compact. Then, for
each pairwise open collection G associated to an (i,j)-a™-
cover of X there exits a finite subcollection H C G such that
{r;-Cl(A): Ae HN i€ {1,2},i # j} covers X.

Proof. Let U be an (i, j)-a™-cover of X and G be a pairwise
open collection associated to U. Since X is (4, j)-a™-compact,
there exits a finite subcover V = {V; : i € {1,2,....,n}} of U.
Now, for each (i, j)-a™-open set V; € V, there exits an 7;-open
set G; C Gsuchthat G; C V; C 7;-Cl(G;). SoG,, = {G; : i €
{1,2,...,n}} is a finite subcollection of G. Since V' is a subcover
of U, this implies that {7,;-CI(G;) : G; € G, N 7,1 € {1,2}}
covers X. O

Theorem 13. If A is an (i, j)-a™-compact subset of an (i, j)-
a™-Ty space in (X, 11,72) and v € X — A, then there is an
(4,7)-a"™-open set B such that A C B (or there is a set G such
thatz € G C X — B).

Proof. Suppose that A is an (4, j)-a™-compact subset of X and
x € X — A. Then, for each a € A, there exits disjoint (¢, j)-
a™-open sets U, and V, such that x € U, and a € V. Then,
the collection {V, : a € A} is an (4, j)-a™-open covering of
A. Since A is (i, j)-a™-compact, there is a finite subcollection
{Vays Vg, ---Va, } of (i, j)-a™-open sets covering A. Now, let

B= U Va;. Then, clearly Bis (i, j)-a™-openand A C B. O
i=1

Theorem 14. (i, j)-a™-compactness is preserved under o™ -

continuous, open and onto functions.

Proof. Let (X,71,72) and (Y,01,02) be two bitopological
spaces, and let f : (X,7,72) — (Y,01,02) be a (i,j)-
a™-continuous, open and onto functions. Now, suppose that
UY = {Us : § € A} is an (i,5)-a™-cover of Y, then
UX = {f~YUs; : 6 € A} is an (i, j)-a™-cover of X.
Since X is (4, j)-a™-compact, there exits a finite subcover
VX = {fYUs,) : 6; € Ayi = 1,2,...,n} of UX for X.
Now, we have that

Y = f(X)

= f(U{f_l(U&) RS {172’ JL}})
=1

{f(f71(Us)) i€ {1,2,...,n}}

Il

=1

33

Since f is onto, then

Y = U{U(;,,, i€ {1,2,..n}}

=1

Therefore, Y is (7, j)-a™-compact. O

Definition 19. Let (X, 71, 72) be a bitopological space. Then, X
is said to be (i, j)-a™-C-compact if given and (i, j)-a™-closed
set A of X and a cover {Vs : 6 € A} of A by (i,j)-a™-open
sets of X, then there exits a finite subset AQ of A such that
Ac| JamBCI(Vs : 6 € Ag)}, where i # j.

Theorem 15. Let Y be (i, j)-a™-extremally disconnected, (i, j)-
a™-C-compact and (4, j)-o™-To. Then, f : (X, 7,7;) —
(Y, 04,05) is (i, j)-a"™-irresolute if and only if it is (i,7)-o-
set-connected.

Proof. NECESSITY: The proof is easy following the Definition.

SUFFICIENCY: Let f be not (i, j)-a"-irresolute. Then,
there exits an (i, j)-a™-closed set J of Y such that 1~ (J) is not
an (i, j)-a™-closed set of X. Now, let z € a™BCI(f~(J)) —
f71(J). Then X is (i, j)-a™-connected between f~1(J) and z.
Hence, Y is (4, j)-a™-connected between f(f~1(.J)) and f(x).
In consequence Y is (i, j)-a™-connected between J and f(x).
Since Y is (¢, j)-a™-Ty, for each y € J there exits an (4, j)-a™-
open set Uy, containing y in Y such that f(z) ¢ o™ BCI(U —y).
Then, the family {U, : y € J} is a cover of F by (4,j)-
a™-open sets of Y. Now, since Y is (4, j)-a™-C-compact,
there exist a finite number of points y1, y2, ..., Y, in J such that

J C U a™BCl(Uy,) = U. Then, U is (i,j)-o-coplen set
i=1

of Y since Y is (4,j)-a™-extremally disconnected. Besides,

f(x) ¢ Usince f(z) € o™ BCIl(Uy) forany y € J an this is a

contradiction. Hence f is (4, j)-a™-irresolute. O

Proposition 3. Ler A, B be (i, j)-a™-C-compact and A, B €
(X, 7i,7;), then AU B is (i, j)-a™-C-compact.

Proof. Since A and B are (i, j)-a™-C-compact, If we want to
prove that A U B is (4, j)-a"™-C-compact, we have to prove that
for any 7;-a"-open which cover A U B, has a finite sub-cover.
Now, let {U; : ¢ € I} be any cover of 7;-a"™-open of AU B.
Then, AU B C {U U; : i € I}, therefore A C UUi and
B C U U;, this implies that {U U;: i€ I}isarj-a™-open
cover of AU B, where i # j. But, we know that A, B are (i, j)-
a™-C-compact, there exits i1, 99, ..., 1, € I and t1,ts,...t, € [
such that {U;,,U;,,...,U;, } and {Uy,, Uy, ..., U, } is a finite
sub-cover of A and B respectively, indeed {U;,, U,,, ..., U;, } U
{Ut,,Uty,...,U, } is a sub-cover of A U B. In consequence,
AU Bis (i, j)-a™-C-compact. O

Theorem 16. Let [ : (X, 71, 72) — (Y, 01,02) be an (i, j)-a™-
continuous function, then the image of an (i, j)-a™-C-compact
is (i, 7)-a™-C-compact.



Proof. Let X be (i,j)-a™-C-compact and let f be an (i, 7)-
a™-continuous function. Now, let {U; : i € I'} be any cover
T;-a™-open of Y, then {f~(U;) : i € I} is a cover Tj-a™-
open of X which is (4, j)-a"-C-compact. And so, there exits
i1, 42, ..., in € I suchthat {f~*(U;,) : j = 1,2,...n} is a cover
of X and since f is (i, j)-a™-continuous, then {U;, : j

1,2,...n} is a finite sub-cover of Y. Therefore, Y is (4, j)-a™-
C-compact. O

Theorem 17. Let A be 7;-closed of a (i, j)-a™-C-compact
space X, then A is (i, j)-a™-C-compact.

Proof. Let A be 7;-closed of a (4, j)-a™-C-compact space X
and let M = {V5 : 0 € A} a cover 7;-&-open of a subset
7i-closed B of A. Now, since A is 7;-closed, I1is a cover 7;-

a™-open of a subset 7;-closed B of A. Therefore, B C U Ti-

i=1
a™BCI(V;). In consequence A is (4, j)-a™-C-compact. O
Definition 20. A ropological space (X, ) is said to be o™-
C-compact, if for each subset closed A C X and fore each
set a™-open which is a cover U = {Us|6 € A} of A, there
exits a finite sub-collection {Us,|1 < i < n} de U, such that

Ac | JClam(Us,).

=1

Theorem 18. Let (X, 71,72) be (i,j)-a™-C-compact, then
(X, 71) and (X, 12) are &™-C-compact.

Proof. Let{U; : i € I} be any cover a""-open of X, this implies
that {U; : i € I} is a cover a"™-open of X and since X is an
(4, 7)-a™-C-compact, thus there exits a finite sub-cover of X.
Indeed, (X, 1) is a™-C-compact.

The proof of (X, 72) is similar to (X, 7). O
Theorem 19. [f X is (i, j)-a™-C-compact, then X is pairwise
C-compact.

Proof. Let A be a subset 7;-closed of X, then X — A is 7;-open
in X It is well known that every 7;-open set is a""-open. Then,
we have that X — A is a™-open set of X. Now, let [ a cover
Tj-open of A, then M is a cover o -open de X. But, since
X is (4, j)-a™-C-compact, then there exits a finite sub-family
Vi,Vo,...,V,, € Csuchthat X = V; U Vo U...UV,. Then, A C
V1UWLU.. .UV,,U(X — A), therefore A C V1UV,U...UV,,, where
V1, Va, ..., V,, € M. This implies that X is pairwise compact. []

5. Conclusion

In this paper, we have studied the notions of compactness, con-
nected and separation axioms properties by using (7, j)-a"-open
sets in bitopological spaces. The results obtained in this paper
can allow to make some extensions or study new properties such
that para-compactness. Also, these results can be proved in
tritopological spaces.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar algunos ntcleos definidos pos-
itivos a valores operadores en espacios de Hilbert. Demostramos la
existencia de un nicleo K> asociado a cualquier par de nicleos equiv-
alentes K1 y K. El par (K1, K») se llama nicleos biequivalentes.
Ademds, demostramos que K2 y K son equivalentes y satisfacen una
relacién dual similar a las bases de Riesz, las sucesiones biortogonales
y los marcos duales en los espacios de Hilbert. Como una consecuen-
cia, obtenemos nuevos resultados para los procesos estocasticos.

Palabras clave: Nucleos definidos positivos; Sistemas bior-
togonales; Descomposiciéon de Kolgomorov; Kernels biequiva-
lentes; Relacién dual.

Abstract:

The aim of this paper is to study some positive definite kernels for
operator values in Hilbert spaces. We prove the existence of a kernel
K> associated with any pair of equivalent kernels K; and K. The
pair (K1, K2) is called biequivalent kernels. Moreover, we show that
K> and K are equivalent and satisfy a dual relation similar to Riesz
bases, biorthogonal sequences, and dual frames in Hilbert spaces. As
a consequence, we obtain new results for stochastic processes.

Keywords: Positive definite kernels; biorthogonal systems;
Kolgomorov decomposition; biequivalent kernels; dual relation.

1 Introduction

In this paper, we study positive definite kernels for operator
values in Hilbert spaces. The positive definite kernels play
an increasingly prominent role in many applications such as
scattered data fitting, numerical solution of PDEs, probability
theory and statistics, and stochastic analysis. Extensions for
kernels are given to the operator values of the results obtained
in [2]] for the scalar case. We obtain results are similar with
some known results about biorthogonal bases, dual frames, and
wavelets. These results are motivated by the importance and ap-
plications of dual bases, frames dual, and wavelets and their great
relevance in pure and applied mathematics, see [6} [7, [8], [T, [T0].

Let (X,|| - ||) be a Banach space. Let I be nonempty.
A familiy {(z;,z7)};c; of pairs in X x X* is called a
biorthogonal system in X x X* if

(T, 27) = 04§

where d; ; is the Kronecker 4, for all ¢, j € I.
Let T be a positive linear operator on the Hilbert space ‘H such

that for every x € H

Az, z) < (Tz,z) < B(z,x) (1.1)
for some 0 < A < B. Then T is invertible on H and for every

x € H it follows that

%(aﬁ,:l') <(T7'z,z) < % (z,2).

We now recall the definition of a Riesz basis (see [11] ). Let A
be a separable Hilbert space. A family {z, },cn in H is called a
Riesz basis if it is the image of an orthonormal basis {e;, }nen
under an bounded invertible operator T' : ‘H — H, that is, if
(n=1,2,3,...).

Te, =z, for

There are numerous alternative but equivalent definitions of a
Riesz basis (see [T1]], Theorem 9 on page 32).

Let H be a Hilbert space. Then the sequence {z, } nen is a Riesz
basis for H if and only if the sequence {z,},ecn is complete

© Autores; Licencia Universidad de Pamplona



in H and there exist positive constants A, B, such that for any
sequence of scalars a = {a,, }, .y With finite support one has

2
AZ\an\QS Zan:ﬁn §BZ|an|2.

neN neN neN

Proposition 1. Let {x,, } nen be a Riesz basis for a Hilbert space
H and let {yn }nen be biorthogonal to {x,, } nen. Then for every
x € H there exist positive constants A, B such that

AY Nz, ya)l” < 2l < B Y [ ya)

neN neN

The following dual relation holds

1 1
=3z < lell® < 3 [, wn)l?.

neN neN

Definition 2. We call A = {A; € B (H,H;) : i € I} a g-frame
for H with respect to {H;},.; , or simply, a g- frame for H, if
there exist two positive constants A, B such that

AIFIP <D INAIP < BISI®,  f e

iel

The positive numbers A and B are called the lower and upper g-
frame bounds, respectively. We call A a tight g-frame if A = B
and we call it a Parseval g-frame if A = B = 1. If only the
second inequality holds, we call it a g-Bessel sequence. If A is a
g-frame, then the g-frame operator S, is defined by

Saf =) MAif, feH

icl

which is a bounded, positive and invertible operator such that

AT < Sp < BI

and for each f € H, we have

1 _ 2 1
SIAIE < SIS I < 5 12

el

The canonical dual g-frame for A is defined by {Angl}

with bounds %, %.

Our paper is organized as follows. After an introduction, Section
2 presents some basic definitions concerning positive operators,
Riesz bases, biorthogonal systems, g-frames in Hilbert spaces
and Kolmogorov decompositions that are used throughout this
paper, see for instance [4, [11} 9} 3]. Sections 3 present some re-
sults about positive definite kernels for operator values
spaces, see [1]. We show that two kernels K> and K are equiva-
lent and satisfy a dual relation similar to Riesz bases, biorthogo-
nal sequences, and dual frames in Hilbert spaces. Finally, section
4, we obtain new results for stochastic processes.

iel
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2 Preliminaries

In this section, we describe some properties of bases in Banach
spaces, Hilbert spaces and linear operators, and Kolmogorov
Decomposition Theorem. For more details, see instance [4}, [1 1}
3.

Definition 3. Let (X, || - ||) be a Banach space. Let I be a
nonempty. A familiy {(x;, z})},;c; of pairs in X x X* is called
a biorthogonal system in X x X* if

(@, 27)

where 0; ; is the Kronecker 4, for all ¢, j € I. From now on, we
deal only with the case that the index set [ is countable.

kN
Ly Ly

8ij

Given a basis {z,}, ;. we define the coordinate functionals
zh: X — Rby zf(x) = an, where v = Y07 apzy, . Itis
easily seen that each x, is linear and satisfies x} (z,,) = dm.n
foralln,me I..

Definition 4. Let (X, || - ||) be a Banach space over C and
{(z4,2})},c; be a biorthogonal system. Then

(i) The system {x; };c is total if (x,xf) = 0foralli € I
implies = 0.

(ii) The system {x; };c is fundamental if the finite linear com-
binations of {x;};cr are dense in X. i.e. if (x;, 2*) = 0 for
all ¢ € I implies z* = 0,

(iii) The system {x; };cs is bounded if there exists a constant
¢ > 1 such that ||z;| [|zF]| < cforalli € I.

(iv) A biorthogonal system {(z;,x})},.; is said to be complete
if it is fundamental and total.

2.1 Positive Operators, Riesz Bases, Biorthogonal Systems in
Hilbert Spaces and g-frames

Next, we summarize some well-known results about positive

operators, Riesz bases, biorthogonal systems, and g-frames (see

[4], [L1] and [9]) .

Definition 5. A bounded operator 7" acting on a Hilbert space H
is said to be positive if 7' = T™* and (Tz, ) > 0 for all x € H.

Proposition 6. [4] Theorem 4.6.11] Let T be a positive linear
operator on the Hilbert space H such that for every x € ‘H

Az, z) < (Txz,x) < Bz, z), 2.1

in Hilbert Jor some 0 < A < B. Then T is invertible on H and for every

x € H it follows that

5 (z,2) < (T 'z, z) < % (x,2). (2.2)



In a separable Hilbert space, the most important bases are or-
thonormal. Second in importance are those bases that are equiva-
lent to some ortho-normal bases. They will be called Riesz bases,
and they constitute the largest and most tractable class of bases
known. Some definitions and results can be found, for example,
in [[LT]].

Definition 7. Let H be a separable Hilbert space. A family
{Zn}nen in H is called a Riesz basis if it is the image of an
orthonormal basis {e,, } ,en under an bounded invertible operator
T :H — H, that s, if

Te, =z, for (n=12,3,..).

Proposition 8. Let H be a Hilbert space. Then the sequence
{Zn}nen is a Riesz basis for H if and only if the sequence
{Zn}nen is complete in H and there exist positive constants
A, B, such that for any sequence of scalars a = {ay},, o with

finite support one has

A Jan> < > anan

neN neN

2
< BY lanl*.

neN

For the proof of this see [[L1, Theorem 9 on page 32 ].

Proposition 9. Let {x,, } nen be a Riesz basis for a Hilbert space
H and let {yn, }nen be biorthogonal to {x,, } nen. Then for every
x € H there exist positive constants A, B such that

A )P < ol < BY ).

neN neN
The following dual relation holds
1 2 2 1 2
EZI(%%H <l = 3 ) Kesaa)l™
neN neN

We have the following generalization of the previous result, see
for example [9].

Definition 10. We call A = {A; € B (H,H;) : i € I} ag-frame
for H with respect to {H;},.; , or simply, a g-frame for H, if
there exist two positive constants A, B such that

2 2 2
AIFIP <IN < BISI®,  f e
icl
The positive numbers A and B are called the lower and upper g-
frame bounds, respectively. We call A a tight g-frame if A = B
and we call it a Parseval g-frame if A = B = 1. If only the

second inequality holds, we call it a g-Bessel sequence. If A is a
g-frame, then the g-frame operator S is defined by

Saf =) ANf, feH

iel

which is a bounded, positive and invertible operator such that

AI < Sy < BI

and for each f € H, we have
s < S sl < S e
B B iel ; — 4

The canonical dual g-frame for A is defined by {A;S;"'}
with bounds +, %.

icl

2.2 Kolmogorov Decomposition Theorem

Let {#,, } ez be a family of closed subspaces of a Hilbert space
‘H. Then, the closure of the linear span of these spaces is denoted
by \/,,cz Hn- If the subspaces H,, are pairwise orthogonal, i.e.
H; LH; for i # j, then the notation ®,czH, is used instead
of \/nEZ H.,. This space B,z H,, will be called the orthogonal
sum of the pairwise orthogonal subspaces H.,.

Let {#,, }nez be a family of Hilbert spaces. An operator- val-
ued kernel on 7 to {Hy, }nez is an application K : Z X Z —
Unnnez £(Hm, Hn) such that K(n,m) € L(Hy,Hn) for
n,m € Z.

In this section and the following one, unless it is otherwise stated,
the kernels will be operator- valued ones.

A kernel K on Z with {H,, },.cz is a positive definite kernel if

Z <K(nam)hmvhn>7{n Z 07

n,mez

for all sequences {h,, } in @, czH,, with finite support(ie. h,, =
0 except for finite number of integers n).

Let K be a positive definite kernel. Let F be the linear space of
elements P H,, and F, the space of elements F with finite
support.

Define By : F, x F, — C with

neEZ

BK(fag): Z <K(n>m)f’magn>7'[na

m,n€”Z

for fag € Fo, f = {fn}a g = {gn}, f’mgn € Hp.
Note that B, satisfies all properties of an inner product, except
for the fact that the set

2.3)

Nx ={h € F,: Bx(h,h) =0}

could be nontrivial.
According to the Cauchy-Schwarz inequality

Nk ={h € F,: Bg(h,g) =0, forall g € F,},

hence N is a linear subspace of .
The quotient space F, /N is also a linear subspace. If [h] stands
for the class in F,, /N of the element A then the application

<[h’]’[g]> :BK(hvg)v h,g e F,
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is well defined. To prove that (-, -) is an inner product on F, /N
is straightforward.

The complection of F, /N with respect to the norm induced by
this inner product is a Hilbert space. It is known as the Hilbert
space associated with the positive definite kernel K and it is
denoted by H g . The inner product and the norm of H g will be
represented as (-, -)3, and || - |3, respectively. This norm will
be named as the norm induced by K.

The following theorem is a version of the classical result of
Kolmogorov (See [3] for a historical review).

Theorem 11 (Kolmogorov). Let {H,, }nez be a family of Hilbert
spaces and let K : 2L x 7. — U, ez L(Hm, Hy) is a positive
definite kernel . Then there exists an application V defined on 7
such that V. (n) € L(Hn, Hi) for eachn € Z and

(a) K(n,m)=V*(n)V(m)ifn,m e Z.

(b) Hi = \/ V(n)Hn.

neEZ

(c) The decomposition is unique in the following sense: if H' is
another Hilbert space and V' defined on 7. is an application
such that V'(n) € L(H,, Hi) for each n € Z that satisfy
(a) and (b),then there exists a unitary operator ® : Hyx —
H' such that ®V (n) = V' (n) for all n € Z.

A proof of this theorem can be found in [3, Teorema 3.1].

An application V' that satisfies the property (a) in the former
theorem is called The Kolmogorov Decomposition of the Kernel
K or simply, a Decomposition of the kernel K (see [3]). The
property (b) is known as the minimality condition of Kolmogorov
Decomposition. The meaning of property (c) is that, given the
minimality condition (b), the Kolmogorov Decomposition is
essentially unique.

3 Equivalent Positive Definite Kernels To Operator Val-
ues, biequivalent kernels, and dual relation

In this section, we present some of the results given in [[1]]. In
what follows, we will assume that H is a separable Hilbert space.
Inspired by the theory of Riesz bases (see, [[L1]]), we define
and study a new class of positive definite kernels. Also deduce
some results for positive definite kernels by using the equivalent
kernels and Kolmogorov decompositions.

Definition 12. Let Ky, Ko : Z X Z — L(#) be two positive
definite kernels.

We say that K} and K> are equivalent if there exist two constants
A, B with 0 < A < B such that

Al 3, < MRl < Bl K, B, »
for h € F,.

Remark 13. Let K : Z x Z — L(H) is a positive definite kernel.
Let h € F, and {h,, } nez a sequence in H with finite support.
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From the definition of the norm induced by the kernel K and the
Kolmogorov decomposition theorem, we have

Z (K (n,m)hm, hn)y
n,mez

Z <VI>; (n)VK (m)hm,7 hn>7.t

m,n€Z

1R Fexe = ([, (P2

2

nez

H

Theorem 14. Let K1, Ky : Z x Z — L(H) are two positive
definite kernels. Then the following conditions are equivalent:

(i) Kernels K1 and K5 are equivalent.

(ii) There exists a bijective bounded linear map with bounded
inverse,
®:Hig, = Hrk,

such that

Vi, (n) =Vik,(n)  foralln € Z.

(iii) There exist are two constants A, B with 0 < A < B such

that
A (K, m)h, By <0 (Bo(n,m)hi, ),
n,meZ n,meZ
<B Z (K1(n,m)h, hn)
n,mez

for every sequence with finite support {hy }necz C H.

For the proof of this see [L]].

3.1 Equivalent kernels: main results

Extensions for kernels are given to the operator values of the
results obtained in [2] for the scalar case. These results are
motivated by the importance and applications of dual bases, dual
frames, and wavelets and their great relevance in pure and applied
mathematics, see [111 16, 7,110, |8, 19]. We show that two kernels
K5 and K are equivalent and satisfy a dual relation similar to
Riesz bases and biorthogonal sequences.

Proposition 15. Let Ky : Z X Z — L(H) and K : Z X Z —
L(#H) are two positive definite kernels such that K, and K are
equivalent. Then there exists a unique positive definite kernel
Ky : Z X Z — L(H) with Vi, (n) € Hg, foralln € Z such
that

Vi, (n)Vk,(m) = K(n,m) forevery m,ncZ. (3.1)
Furthermore, the kernel K is equivalent to Ky. In this case,

it is said to be that (K1, K3) is a pair of biequivalent positive
definite kernels with kernel K.



Proof. Since K, and K are equivalent, by Theorem[I4] there

exists a bounded invertible operator ® : Hx, — Hx such that
Vi, (n)Vi,(m) = K(n,m) forevery m,n € Z.

OV, (n) =Vg(n) forall neZ. i .
Then, there exist positive constants A < B such that

Let K5 : Z x Z — L(H) the kernel given by

Kg(n,m) = ((I)*(I)VKl(n))*(I)*(I)VKI(m) A Z TL m hm’h > < Z <K1(nvm)hm;hn>’H

n,me”z n,me”
for every m,n € Z. <B Z K(n,m)hp, hyn)yy
It is easily seen that K5 is a positive definite kernel. For any n,mezZ

sequence with finite support {h,, } ez in H, it follows that .
Furthermore, one has the dual relation

Z (Ko (n, m)hum, hin) gy =

nois — Z () s gy <> (K (1,11 i )
n,me”Z n,me”z

.= Z (@* @V, (n))*@*@Vic, (M), ha) gy 1

n,mezZ < Z ZEZ <K(n>m)hmahn>7-t
- Z (D" DVic, (M), @ PV, (1)), e

n,mez for every sequence with finite support {h,, }nez C H.

= <Z O* OV, (m)hyy, Z " PV, (n)hn> Proof. The assumption that K; and K are equivalent implies

meZ nez M, there exist positive constants A < B such that

2
O PV h > 0.
mzejz 7, (m = AN (K@M by <3 (K1 (0, m)hn, )y,
! n,meZ n,me”Z
Then Vi, (n) € H, foralln € Z and <B Z K(n,m)hm, hn)yy
n,me7Z

Vi (n)Vi, (m) = Vi, (n)@* ®Vig, (m)(®Vi, (n))* ®Vi, (m) Novy show that one has the dual relat'%on. Since K apd K.are
VY K equivalent, by Theorem [I4] there exists a bounded invertible
= Vi (Vi (m) = K (n,m). operator ® : Hy, — Hx such that

for every m,n € Z. OVk,(n) =Vk(n) forall n€Z.
Suppose now that K3 is a positive definite kernel such that

Vi,(m) € Hx, which also satisfies Then for any fixed As @ is bounded and invertible, the adjoint operator ®* is also
m bounded and invertible.

Assertion

Vit (Vi (m) = Vie, (Vi (m) - forall - n € Z, O* Vi, (n) = Vi, (n) forall neZ

Kl - Kg .

so we must have Vg, (m) — Vi, (m) = 0. This shows that

K5 is unique. Finally, since ® is bounded and invertible,

the adjoint operator ®* is also bounded and invertible and

o VK(m) = Vg, (m) for each m € 7Z, then Ky .and K are Ve, (n)Vig, (m) = Vis, (n)®*®Vic, (m) = (©Vic, (n))*@Vic, (m)
equivalent. Now, being the kernels K and K equivalent, we V)V K

have by the transitivity property of the equivalence of kernels = Vi (m)Vi (m) = K(n,m).

that K is equivalent to K. O

Indeed, we have

for every m,n € Z.

In analogy with PropositionEl (see also [4} 1618, 9]) we have the

. Let f € Hx given by
following.

> Vik(n)hy, where {hy}tnez C H with finite sup-

Proposition 16 (dual relation). Let Ky : Z x Z — L(H) and | = 2

K : Z x Z — L(H) have two definite positive kernels such that ~ port.
K, and K are equivalent, and let Ky : 7. x 7. — L(H) with
Vi, (n) € Hx, foralln € Z which satisfy the following relation
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Then

(@) .f)  =((@7) 1, f)
- <q)_1f’q)_1f>m(l

1412
=[5,

X

Hi Hi

)

2

> Vi (n)hy

nez Hi,
2
=D Vie, (),
nez Hi,
= Z (K1(n,m)hum, hin) g, -
n,mez

Considering this and the inequality (21)), of Proposition [6] we
have that

Al < (@97 1F) < Bl

Since f € Hy is arbitrary, one gets that the linear operator
(®®*) " is positive, then by Proposition@ we have

1 . 1
5 13 < @97 F, g, < 5 1F 1,

Given that,

(@O f, iy = (@£, )y, = 197 5,
2

Z VK2 (n)hn Z <K2 (TL, m)hm7 h7L>7—L ’

n,mez

Hr,

concludes the proof.

4 Multivariate Stochastic Processes, and equivalent
Multivariate Stochastic Processes

In this section it will be used for the decomposition of the covari-
ance Kernels between the stochastic processes (see, [3]], section
1, Chapter 6). We obtain new results for stochastic processes.

4.1 Multivariate Stochastic Processes

Definition 17. A pair [K, X|, where K is a Hilbert space and
X = {X,}nez is a family of operators in L(H,,, K), is called
a geometric model of the multivariate process with covariance
kernel K, if
K(m,n) =X X,.
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The Kolmogorov Decomposition Theorem shows that given a
positive definite kernel K, there exists a geometric model of
the multivariate process with covariance kernel K. If [IC, X] is
the geometric model of the multivariate process with covariance
kernel K then #H x will be the subspace of K generated by this
model, that is,

Hx =\ XnHa

nez

4.1)

If [K’, X'] is another geometric model of the same process,
then the Kolmogorov Decomposition Theorem guarantees the
existence of a unitary operator ® : Hx — 7Hx- such that
®X, = X, forall n € Z. This means that the geometry of
the process is essentially determined by the choice of a geomet-
ric model such that

K=\ X,Hy.

neZ

4.2)

4.2 Equivalent Multivariate Stochastic Processes

From here on, H,, = H for all n € Z and the covariance kernel
of the processes will be positive definite.

Theorem 18 (Isomorphism). Letr [W, X| is a geometric model
of the multivariate process and K : 7 x Z — L(H) be the
covariance kernel of the processes, then there exists a unitary
operator ® : Hyx — Hx such that

dVi(n) =X,

for every n € Z.

Proof. Let W, X|, X = {X,,}nez is a geometric model of a
multivariate process and K : Z x Z — L(H) is the kernel of
covariance associated with the process.

It follows that the covariance kernel and the space generated by
the process are given by

Kn,m)=X!X,, and Hx = \/ X H.
neL

On the other hand, since K is a positive definite kernel, one more
time by the Kolmogorov decomposition theorem, there exists a
Hilbert space Hy and an application Vx (n) € L(H,Hk) for
all n € Z such that

K(n,m) =Vi(n)Vi(m) and Hix = \/ Vk(n)H.
neZ

Let us define the application ® : Hx — Hx in the following

ofges)

where {hy, }nez is a sequence with finite support in H.

> Vi (n)hy

nez

= Z thn7

neZ



Then we have

® (Z Vi (

nez

2
Z X, hn

neZ Hx

D (K, Xnhn)gy

m,n€Z

> (K (nym)hn, hi)y

m,n€’

Z (Vi (n)Vik

m,n€”z

> (Vi

m,n€”z

> Vi(n)h

nez

n)hn>

Hx

<m>hm7 hn>7—[

(m)hm, Ve (n)ha) i

2

Hi
All of this show us that the application ® can be extended by

continuity to an unit operator from H g over Hx and moreover
OVk(n) = X, forall n € Z. O

Definition 19. Two geometric models of multivariate processes
[K,X] and [£,Y] are said to be equivalent , if dim (Hx) =
dim (Hy) and there are two constants A, B with0 < A < B
such that

2
AN X,

ne”Z Hx

b

2
Z X hn

neZ Hx

2
Z Y, hn

neZ Hy

where {h,, }nez is a sequence in H with finite support.

From the Isomorphism Theorem@ and the definitions, we have
the following.

Proposition 20. Let WV, X| and W1, Y] be two geometric mod-
els of multivariate stochastic processes and K1, K5 the covari-
ance kernels associated with the processes respectively. Then K1
and Ko are equivalent kernels if and only if X = {X,, } nez and
Y = {Y,}nez are equivalent processes.

Theorem 21. Let [, X] y [L,Y] two geometric models of mul-
tivariate processes. The following conditions are equivalent:

(i) The models of the multivariate processes [K, X| and [L,Y]
are equivalent.

(ii) There is a bijective bounded linear application with
bounded inverse
Y Hx = Hy
such that

VX, =Y, foralln € Z.

(iii) There exist two constants A, B with 0 < A < B such that
A (Xr Xphmo b)Yy <0 (VYo hin, i)y
n,mezZ n,me”L
<B Y (X7 Xmhm, by,
n,mez

for each sequence with finite support {hy, }nez C H.
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A proof of this theorem can be found in [1]].

Proposition 22. Let [K, X] and [L,Y] two geometric models
of multivariate processes such that [IC, X| and [L,Y] are equiv-
alents, and let [M, Z] be a geometric model of a multivariate
process such that Z = {Z,, }nez with Z,, € Hx foralln € Z
which satisfy the following relation

X Zm =YYy forall m,n € Z.

Then, there exist positive constants A < B such that

2
Al Yah, Zth < B Yih, (4.3)
neZ Hy neZ Hx ne”Z Hy
Furthermore, one has the following dual relation
2
5 > Yohy > Zuha|| < — Z Yohn (4.4)
ne’ Hy nez Hx nez Hy

for each sequence with finite support {hy }nez C H.

Proof. Let [K, X] and [£, Y] the geometric models of multivari-
ate processes and K7 and K are the covariance kernel associated
with the stochastic processes, respectively. Since [KC, X] and
[£,Y] are equivalent , we have that the kernels K; and K are
equivalent. Then there exists a unique positive definite kernel
Ky : 7Z x Z — L(H) with Vi, (n) € Hg, forall n € Z such
that

Vic, (n)Vie, (m)

Now, by Proposition[T6] there exist positive constants A < B
such that

= K(n,m) forevery m,n € Z.

A (K

n,mez

(nym)hm, by )qy < Z (K1(n,m)ham, hin) 4

n,mez

<B Y (K

n,mezZ

(n, m) o, hn)
Furthermore, one has the dual relation

5> (K

n,mez

()R By < (Ko (nym) B, ),

n,me”Z

LS (K (), B

S —
n,me”Z

for every sequence with finite support {h,, }ncz C H. Therefore,
if

Ky(n,m)=Z,Z,, forall m,n € Z.



Then the statement holds since

nez Hy m,ne”

S Xahn|| = Y (Ki(n,m)hm, hn)y

nez Hx m,ne”

and

S Zahal| = Y (Ka(n,m)hm, hn)y,

nezZ Hx m,n€z

5 Conclusions

In this paper, the existence of a positive definite kernel is guar-
anteed for every pair of equivalent positive definite kernels. We
have used Kolmogorov decomposition theorem and equivalent
kernels. Furthemore, we show a dual relation in the context of
positive definite kernels of results concerning Riesz bases and
dual frames in Hilbert spaces as well as in Krein spaces, see
[IL1L 14} 16 18]]. Also we obtain new results for stochastic processes.
In future work we could think give new results and establishing
connections with the theory of frames , Riesz bases and non-
trivial examples of this research in generalized Hilbert spaces.
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Resumen

Este trabajo presenta la funcién limite de una distribucién
hipergeométrica negativa que se aplica en la valoracién de
opciones utilizando la ecuacion de riqueza y algunas herramientas
de martingala. Este articulo presenta un modelo de tiempo discreto
simple en comparacion con otro modelo existente. Este trabajo
concluye que el limite de la hipergeometria negativa se puede
asociar con términos financieros que se pueden usar para evaluar
los valores de las opciones (sin dividendos), lo que da el mismo
valor numérico que el modelo CRR.

Palabras clave: Distribucién negativa hipergeométrica, ecuacion
de riqueza y opcion.

Abstract

This work introduces limit function of a negative hyper
geometric distribution which is applied in option pricing using
wealth equation and some martingale tools. This paper presents a
simple discrete time model in compares with another existing
model. This work concludes that limit of negative hyper geometric
can be associated with financial terms that can be used to evaluate
option values (non dividend) which gives the same numerical with
CRR model.

Keywords: Negative hyper geometric distribution, wealth equation
and option

1. Introduction

This paper focuses on a negative hyper-geometric

distribution discussed in [5] which is given as of the form
(r+x—1)(R—r+S—x)

Nhg g, (x) = % x=01....5
(5
(1.0
where R,S€N and r €{1,...R}.-The mean and

and

Variance of X are given as —— (RAD2(R+D)

respectively. If the terms and condition on the parameters of
negative hyper geometric distribution are satisfy then the
limit function of the distribution can be association with
finance term to determine European option pricing. To enable
the purchasing or selling of an option, we would like to be
able to determine its value at any point in time. This paper
aims to answer the question of option pricing under a
simplified framework using the limit function of a negative
hyper geometric distribution.

rS(R+S+1)(R-r+1)

For example John Cox et al [3] gave a recursive procedure
for finding the value of call with any number of periods to go
with general formula for any n:

n!

C= [Z}LO (W) /(1 —p)" 'max[u/d"Is —

K]] Jrn (1.1)

Now the proposed model of the form

1 ™ rER+r-1)T-k _
XO = (1+T‘)T ZE(}() (R+1)T max[ukdn kS(O) - K]
where k =0,1...T (1.2)

In this paper, we make a characterization taking into account
results presented in ([1], [2],[4]). For more notions related to
the topic presents in this paper, we refer the reader to [9].

© Autores; Licencia Universidad de Pamplona SZermss
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2. Method 2. Atthe end of the period , the price is the go up
) ) ) ) with a factor u or go down with a factor d, where
Let X be the negative hygrometric random variable with 51(,,) 51(T)
the parameters R, T, and 7. Its probability function is given as u= >1land d = <laT=1
of the form R 3. Atthe end of the period the prlce is either uS(0)
r+k—1\(R-r+T—
P.(X) = % x=01...T with neutral probabilities ﬁ or d S(0) with
T
r+k—1\(R-1+T—k
If P(X) = (" )R(WS"‘ ) .
(®) 4. The movement can also be traced from a view
) LR gk ™ (ke D)l (Rer+T—K)! pc?inF of tossing a coin ,which. result to a head and
<1§;)T,)' T \k/ -1 (R-1) tail .if it result to a head at a time one we have
T! Sk+1(H) = uS,, , if itresult to a tail at a time one
(R+T)! ,we have S,.,(T) =dS,
(T) (R+k=1)(T+k=2) . T<(R—T+K—k)(R—T+T—k—1) ...(R—T+1) 5 ASSUI’ne d < u, |f d >u I’e|abe| X |f d =Uu then
(R+T)(R+T—1)....(R+1) S, is not a random .
e Fors (Rt Toket) R 6. LetR= (1+7r)and 0<1+7r <u,thenno
r+1)r+k-2 —r+T— —r+T—k—1 —r+1 .
(T) (R+1)[R+1 R+1 " R+1]x((R+§2[ R+)1 R+1 " R+1 ] arbltrage
R+T)(R+T-1
(R+1)[W ......... 1]

Lemma 2.1:1f0<d <1+ r <u, then no arbitrage
(R +1)k[ T (rtk=2)(rtke 1>]X(R +)T- k[<R —r+1) (R-r+T-k-DR-r+ykpre d, r and u are followed at was mentioned in

(T) () () (R+1)T[1 (R+’15§+1) (Rr1) e gaaumptlons 2.1.
TR+ Proof:
TR, 7 = co while ﬁ and LF remain constant. Let considerl +r >u>d, and portfolio Z'[x =
P, (X k rp—r+1\S-T
x) - (R+1) ( R+1 ) —,y = ]where B(0) denotes the price of the bond at
k rprs1\ST rk(R+r—1)T‘k t i((g 5O
R(X) - (R+1) ( R+1 ) T @®+DT .
(2.0) Let V;(0) and V(1) respectively denote the value of the

portfolioZatt =0and t = 1.

Letth Ith tion defined bset w = {H,T
et the wealth equation defined on subset w = {H, T} V(O)—xS(O)+yB(0)

Xis1 = DySper + (1 +1)(Xp — A Sy)

(21) =_ﬁ5(0)+%3(0) =0
where A, is the share of stock, for (X, — A, S) invested and
in the money market . VZ(O) =xS(1) + yB(1)
where k = 0,1,...N =
Solving (2.1) L uS(0) + == (1 +r)B(0 with probability > 1
Xir1 = DiSper + (1 + 1) Xy — AycSk) 5(0) © B(O)( )BO) P Y
A+r)X, + A0Sk — A+ r)S,§() = X1 —?O)dS(O) + m(l +1r)B(0) with probability < 1
X + k[( 5k+1( ) — ]—(TI:—T) :{E1+r;—u20
X (H) 1+7r)—d>0
Xie + Ay [(H_—l)sk+1(H) - Sk] = T 25)
(2-2)( ) (2.5)  violates the no arbitrage
_ _ = Xk (D >
X, + Ay [(m) Spar(T) Sk] = Xt Lets u>d > (1+7) 1
(2.3) Constructing a portfolio Q: [x = 5(0)’y =30
LetuS, = Sy (H) and i1 (T) = dSy VQ(O) =x5(0) —yB(0) =0
From equations 2.2 and 2.3, it follows that —
[Xpp1(H)Xpe1— Xge1(D]
A= [u’:il]sk — s(o) —uS(0) — ?0) (1+7r)B(0) with probability > 1
(2.4) . s
2.1 Assumptions ﬁdS(O) — ?0) (1+7r)B(0) with probability <1
1. The initial value of the stock is S(0) that is stock — {u - El + T% >0
; _ d—(1+r)=0
riceatT =0 =
P (2.6)
(2.6) clearly violates no arbitrage thus 0 < d <1+ 71 <
u is justified.
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T 1+r—-d

Lemma 2.2: Let — = and 1 — — =
R+1 u—d R+1 u—d

exist for 0 < — < 1 — —, the following holds
R+1 R+1

u—-1-r

. r r 1+r—d u—1-r _
I m-l_ 1 T R+1 u-d u—d =1
i. (L)u+(1—L)d X L=
R+1 R+1 (1+7)
iii. Lo =1vi=12.3
L
Proof:

I and ii are followed. Then , we proves iii. Let
- =1Vi=123..

=1pyq; .
Defining —— = () e, = 2 (1~ ) ond
b= Sh|() 2 (1-) +(1-

=)
- [ - ()

Lemma2.3 letS, 1 (H) = uS; and S, (T) = dS; then

+1]=1

Sk _ Sk+1 _
Tt = (1+r)k+1] where k = 0,1...N.
Proof :
r r 1
it () ut (1= ) d X g =

Multiplying both side by S,
(s + (1-25) asi] = .

(1+71)
. . 1
Multiplying both by E=r:
Sk _ Sk+1 ]
(1+r)k (1+r)k+1] "
Lemma 2.4: If A= 2kl Xen @ ooy he

] 5k+1_(H) Sk+1(T)
discounted wealth process under risk neutral measure.
Xk _ . .
REEY: k=0,1..N ismartingale.
Proof:

Multiplying (2.2) by —1 and (2.3)

Xie + Bk [(R+1) R+1 Sies1 (H) — (R+1) S"] -

R-1r+1

1

(E) (R+1) Xier1 (H) @7)

Xie + B [(%:1) R+1 Sk (T) = (R;:?) Sk] -
(5) () X @8)

Adding (2.7) and (2.8)

X+ by [ (550 UD) + (522) 5] - 5, =
ﬁ [(R+1) X (H) + (R;:-l) X"“(T)]

By lemma 2.3
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X = = [(35) e (D) + (B52) X (1)

1+r

(2.9)
Multiplying both side by

(1+r)k
Xk _ 1

a+rk W[(m) Kiera (H) + (R r+1)X"+1(T)]

Xk _ [Xk+1]
(1+1)k (1+r)k+1 °

Set k = 0 implies time zero (2.9) reduces to

Xo = i (R+1) X, (H) + (R;:Jlrl) Xl(T)]
(2.10)
Theorem 1.1

Given wealth equation (2.1) defined on the subset w =
{HH,HT,TH,TT} with a unfair probability and with A,=
Wieer (MH)~ Xiee1 (D) 5 giscounted wealth process under risk

Sk+1(HH)=Sg41(HT)
neutral measure. Then
1 7T\ TR+r-1)T K
k™ (1+r)kz (o) R+1)T

max[u*d*=*S, — K]

(2.11)
Proof:
X1 = DiSpqr + (T +1) (X — AieSk)
Defining it on the subset w = {HH,HT,TH,TT} of
tossing a coins.
X1 =
Xip1 (HH) = 0 Sppy (HH) + (1 + 1) (X (H) — A S (H))

Xis1(HT) = 8y Sieer (HT) + (1 + 1) (X (H) — A S (H))

Xies1(TT) = 8 Sjesr (TT) + (1 + 1) (Xp(H) — Dy Sic(H))
Solving (2.12) and (2.13)
_ Xik+1(HH)=Xp41 (HT)
" Ske1(HH)=Si41 (HT)
(2.15)
Solving (2.13) and (2.14)
Xk+1(HT) =X 41 (TT)
Sk+1(HT)=Sg41(TT)

(2.16)

Ak=

Then
Xis1(HH) = N Sppy(HH) + (1 + 1) (X (H) —

A S, (H))

1+ )X (H) + A Sp1 (HH) — (1 + 1)A S (H) =
X1 (HH)

(1 + )X (H) + A [Ske1 (HH) — (1 + 1)S) (H)]
Xir1(HH)

By (2.15)

(1 + )Xy (H) + SIS, (HH) = (1+
7)S(H)] = Xjp.1 (HH)

Choose X1 (HH) = Cyy, X (H) = Gy, Xprr (HT) =
Cuaand Sk+1(HI;I) =c us[‘ngl'gf)lgsécl+1gf7(2)]= dS,(H)

uu—Cud [USH (H)—(1+47)5p

1+nrC, + o a5, D) = Cuy

(1 + T)C + Cuy Cz;i[z)éjl‘(";;]sn(lﬂ — Cuu
Cuglu—(1+1)]

- u—d

Cyylu—(1+1)]
a1+nc, + _—"

By lemma 2.2
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R+1r—-1 T

A +7)C0 + 52 C = 2= Cua = Cua
(1+71)C, C — Iy A G
A+, = (1= G + (52) Cua
(1+7)C, = (ﬁ) Cuw +(B2) Cua

€= 77 |(75) G+ (F7) e
Set k=1 |mpI|es at a time one

R+r—-1
X, (H) = s [ Xa (HH) + S22 X, (HT) |
Thus

R+1r-1
X,(T) = =5 [5 % (HT) + 52 %, (TT) |
From lemma 2.4

X = o |(G) e + (5 ”1) X
Xo = ﬁ (RL-H) ((r+1) (R_H)X (HH) +

(R;:?) XZ(HT)D + (R}:-J;I) ((r+1) R+1X2(HT) +
R+7— 1X2(TT)])]

X0=

i[i ((R+1) X (HH) +
2(2) (B2) xomm) + (B2 x, (TT))]

X. = 1 (L R+7r—1
07 @+m2\Rr+1 ' R+1
For time two we have

1 2 2N rE(R+r—1)2k
Xo = oy 2i=0(e) — ey —

) max[u*d"*S, — K, 0]

max[u*d™"*S, —

(R+1)?
K,0]
For general purpose
_ 1 7 r*R+r-1)T=¢ k yn—k
X, = (1+—r)TZ ( ) DT max[ud" %S, —
K,0] (2.16)

3. Numerical Results

The following examples have been given to illustrate the
application of limit function hyper geometric distribution.
Example 3.1: Given that S, =100 ,K =100, u =

1.2,d =08r=10%and T = 2.
rk(R+r-1)T-

1 T -
Xy = WZLO(R) max[ukd"=*S, — K, 0]

(R+1)T
1 [ 2! (3)2x(3)° _ 1
0= [TO!—W x 44] = —[1x0562x1x
44]=$20.4
CRR Model

C= [Z?: ( - J).) p/(1 — p)" I Max[0,u/d" IS —

K]/r"]
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21 (2512 (750 21 25\ /75\!
2BV (E) w0+ 2 (E) (&
1 [orz1\100/ \100 1111 \100/ \100

112 2t (2510 /752
2o (o) (iag) x4
2100 \100/ \100

Example 3.2: LetS, =100, K =100,r =7%,T =
3,u=11and d =09

X0+

$20.45

(T) rk(R4+r-1)T—k

DT max[ukd™ S, —

Xo = (1+r)T

K,0]
3! (85)°x(15)% 3! (85)'x(15)?
1 0!3!  (100)3 112! (100)3

(1.07)3 | 3! (85)2x(15)* 3! (85)3%(15)°
2111 (100)3 ><890+3|0' (100)3

X0+
XO =
% 33.10
=$18.96

CRR Model
€ = [27-0 () /(0 = pIMax[o,wdmis — K] /r]

3! (85)°x(15)3 3! (85)'x(15)?

_ 1 0!3!  (100)3 112! (100)3 x0+ _
T (1.07)%| 3! (85)x(15)* 31 (85)3x(15)° -
2111 (100)3 x8.90 + - 310! (100)3 X 33.10

$18.96

4. Conclusion

Cox ad Ross [3] gave and option pricing model which is
famously called CRR model for option pricing. In compares
this work formulates a model using negative hypergeometric
distribution when R, — oo, which concludes an alternative
numerical procedure which is both simpler and for many
purpose of computationally more efficient. On the other
hand, for future works, results obtained in this paper can be
applied or extended in Neutrosophic theory by applying
Neutrosophic random variables (see [6,7,8]).
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