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Resumen

En la ley de radiacion térmica, encontrada por Max Plank, para dar explicacion
teorica a la curva de radiacion que habian encontrado los experimentalistas para
la radiancia espectral y las leyes de radiacion implicitas en dicha radiancia, se
encuentra con una integral que conduce a la funcidén Zeta de Riemann y la ley de
Stefan-Boltzmann que se cumple en la radiacion espectral del cuerpo negro. Se
parte de la ley de distribucion de Boltzmann; a continuacion se presenta la
formulaciéon matematica de Planck de la radiaciéon para luego llegar a la soluciéon
de dicha ecuacién. En este desarrollo se muestra como se pueden entrelazar dos
principios: uno fisico, la ley de radiacion negra, con uno matemético, la funcién
zeta de Riemann, y llegar a la deduccion de otro principio fundamental: la
constante universal de radiacion.

Palabras Clave: Radiancia Espectral, Ley de Stefan Boltzmann, Funcién Gamma,
Funcion Zeta de Riemann.

Abstract

In the law of thermal radiation, found by Max Plank, to give a theoretical
explanation to the radiation curve that the experimentalists had found for the
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spectral radiance and the radiation laws implicit in said radiance, one finds an
integral that leads to the function Zeta de Riemann and the law of Stefan-
Boltzmann that is fulfilled in the spectral radiation of the black body. It is based on
Boltzmann's distribution law; Next, Planck's mathematical formulation of radiation
is presented to then arrive at the solution of said equation. This development
shows how two principles can be intertwined: a physical one, the black radiation
law, with a mathematical one, the Riemann zeta function, and arrive at the
deduction of another fundamental principle: the universal radiation constant.

Key Words: Spectral Radiance, Stefan Boltzmann's Law, Gamma Function, Zeta
Riemann Function.

INTRODUCCION

La Fisica es el campo de conocimiento cientifico de mas rapido desarrollo que
existe. No se tiene un conjunto limitado de leyes fundamentales que podamos
resumir en una pagina y con ellas mostrar como operan en todas las
circunstancias posibles. Aln no se conocen todas las leyes Fundamentales. Cada
parte del todo del mundo real que hoy conocemos es solo una cierta forma de
aproximacion a la verdad completa, o la verdad completa hasta donde la
conocemos (Duarte et al., 2013).

La ensefianza de las ciencias, y en especial de la Fisica, implica reconocer que el
conocimiento cientifico no es absoluto ni dogmatico, sino que se mantiene estable
en la medida en que no aparezcan hechos o fenémenos que no puedan ser
explicados por la teoria vigente (Zuluaga, 2017). En otras palabras, la busqueda
de una explicacion mas certera de la realidad es la razon para que los cientificos
estén siempre proponiendo nuevas teorias y modelos, ampliando con ello las
fronteras del conocimiento. Un mejor entendimiento de los fenbmenos fisicos y
naturales, a través de modelos que permitan explicar y predecir su
comportamiento, impulsan la aparicion de nuevas tecnologias y la evolucion de las
existentes, junto con cambios en el contexto social (Martinez et al., 2013; Reyes et
al., 2016).

Un problema fundamental que tenian los fisicos al final del siglo XIX era el de
encontrar la ley de radiacion térmica partiendo del principio microscépico de la
materia, no fenomenologico ni empirico. Ellos construyeron un modelo ideal de
radiacion, llamada radiacién de cuerpo negro. Consideraron una cavidad cuyas
paredes estan a cierta temperatura T en equilibrio térmico con la radiacion. Los
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atomos que componen las paredes emiten radiacion electromagnética y absorben
la radiacion emitida por otros atomos de las paredes de la cavidad. EI campo de la
radiacion ocupa todo el volumen de la cavidad radiante. Cuando la radiacion
encerrada alcanza el equilibrio térmico con las paredes, la densidad de energia del
campo electromagnético es estacionaria, es decir, que no varia con el tiempo.

Segun esta nueva concepcion de la mecanica, la radiacion, caracterizada
anteriormente por su continuidad, se reducia a granulos materiales (cuantos) o
cantidades discretas de energia. No obstante, al definir estados estacionarios del
electron, se le atribuia a éste un simultdneo caracter ondulatorio: a la cantidad de
movimiento del electrén habia que hacer corresponder una longitud de onda, con
lo cual la constante de Planck, que habia servido para introducir el caracter
corpuscular en la teoria de la radiacion, permitia trasladar también la naturaleza
ondulatoria a los corpusculos materiales.

En equilibrio, la radiacion electromagnética encerrada tiene una ley de distribucion
de energia bien definida. Lo que significa que a cada frecuencia (color)
corresponde una densidad de energia que depende Unicamente de la temperatura
de las paredes, T, y es independiente de las caracteristicas del material de la
cavidad. La densidad de energia radiada para un rango de frecuencia entre vy
v+dv es E(v)dv, donde E(v) es la energia por intervalo unitario de frecuencias a
una temperatura T. Encontrar la forma explicita de E(v) era lo que ocupaba a los
fisicos de los finales del siglo XIX. El problema de encontrar los mecanismos por
los cuales los atomos radiantes absorben y emiten radiacién, es decir, encontrar la
distribucion de energia de la radiacion de cuerpo negro dio lugar a la mecénica
cuantica, (MC) hacia finales del siglo XIX. Todas las tentativas de encontrar una
distribucion de energia habian fracasado, debido a que usaban conceptos
conocidos afianzados clasicamente como principios, uno de ellos era el de la
aparente continuidad de la materia y la energia.

El presente documento presenta la relacién que ha existido siempre entre las dos
ciencias mas fundamentales conocidas hasta hoy, la fisica y la matematica.
Iniciando con una breve cronologia de la mecanica cuantica, se establece la base
para ir introduciendo los fundamentos matematicos que dieron origen a esta
teoria. Se parte de la ley de distribucion de Boltzmann; a continuacién se presenta
la formulacion matematica de Planck de la radiacion para luego llegar a la solucion
de dicha ecuacion. En este desarrollo se muestra como se pueden entrelazar dos
principios: uno fisico, la ley de radiacion negra, con uno matematico, la funcion
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zeta de Riemann, y llegar a la deduccion de otro principio fundamental: la
constante universal de radiacion.

CRONOLOGIA DE LA MECANICA CUANTICA

Resulta paradojico el hecho de que el electron y el neutrén fueran descubiertos en
1987 y 1932 respectivamente y que la que probablemente es una de las
disciplinas ligadas a ellos, la MC, comenzase su desarrollo mas temprano, por all4
en 1859. Gustav Kirchoff en ese afio publico unas teorias sobre la radiacion del
cuerpo negro en las cuales relacionaba la energia irradiada con la temperatura y la
frecuencia de la energia emitida. Esto quedaba probado, pero él fue incapaz de
encontrar esa relacion, y la funcién de esa energia irradiada toma la forma de E =
J(T,v) siendo J una funcion respecto a la temperatura y el tiempo que era
desconocida. A partir de entonces fueron mdltiples los intentos en descubrir la
forma de dicha funcion J.

Uno de los primeros intentos con algo de éxito fue protagonizado por Josef Stefan,
el cual, de forma experimental, concluye que la energia emitida se relacionaba con
la cuarta potencia de la temperatura. A esta misma conclusion llego de forma
tedrica Ludwig Boltzmann, aplicando la termodinAmica y los principios
electromagnéticos de Maxwell. Estas conclusiones eran buenas, pero no
respondian al problema de longitudes de onda especificas, asi pues, no estaban
completas.

En 1896, Wilhelm Wien propuso una teoria que encajaba perfectamente para
valores bajos de la longitud de onda, pero fallaba mas alla del infrarrojo como
probaron Rubens y Kurlbaum. No fue hasta 4 afios mas tarde cuando Planck fue
visitado por Rubens que le ensefio sus estudios. Poco tiempo después Planck
habia desarrollado la parte matematica del problema y habia descrito con gran
exactitud lo que debia ser la funcién J. Pero esto no contento a Planck, de manera
tedrica sus resultados y dicha funcion J solo se explicaban de una forma, la
energia era emitida en cantidades indistinguibles llamadas cuantos.

En 1888, tras la muerte de Kirchoff, Planck ocupo su lugar en la universidad de
Berlin avalada por su adquirido prestigio como fisico y sus visiones originales de la
ciencia en general. Mientras tanto continuo su estudio de la termodinamica y la
emision de energia en funcién de la longitud de onda de la misma. Esto le llevaria
en 1900 a publicar una formula hoy en dia conocida como la férmula de radiacion
de Planck. En dos meses Planck hizo un completo estudio tedrico-ético en el cual
introducia un concepto rompedor con la fisica conocida hasta aquel instante, el
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cuanto de energia. A finales de dicho afio Planck expuso sus teorias publicamente
con el tema del cuanto como mayor fuente de controversia y la aceptacion del
caracter estadistico de las leyes fisicas interpretado por Boltzmann, quien
establecio la conocida ley de distribucion para los gases:

E

1 _=
gl =——¢g ET
p(e) T

Donde
€ = energia de una particula

T = temperatura absoluta
K = constante de Boltzmann

La radiacion se asumié como si fuera un gas ideal con energia continua y se
aplico la distribucion de Boltzmann para encontrar la energia media por cada ente,
0 particula, radioactivo de frecuenciav, lo cual implica realizar una integral sobre
todo el intervalo de energia que va desde cero al infinito, como se muestra a
continuacion:

oo

1 _£E
E= —J- ce KETde
KT
o

El valor de esta integral es KT, la cual es conocida como Teorema de
Equiparticién de la Energia. Se encontr6 que todas las ondas electromagnéticas
estacionarias tenian el mismo valor KT independiente de la longitud de onda de la
radiacion atrapada por la cavidad. Este resultado llevo a una conclusion absurda:
una radiacion monocromatica de energia arbitraria, por absorcion y emision
sucesiva, va convirtiéndose rapidamente en una cantidad infinita de longitudes de
onda cada vez mas cortas. Esto conlleva abiertamente a una violacion del
principio fundamental de conservacion de la energia, puesto que da como
resultado que la cavidad tendria energia infinita.

FORMULACION DE PLANCK DE LA RADIACION

En 1900, el fisico aleman Max Karl Ernst Ludwig Planck encontré la formula
correcta de radiacion. Para ello tuvo que romper con el pensamiento comun de la
continuidad de la energia, idea que él mismo se resistia a admitir; pero fue Albert
Einstein quien, no solo la admitiria, sino que la elevaria a nivel de principio fisico
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fundamental, el de la cuantizacion de la energia, en paquetes energéticos para los
cuales surgio la palabra “foton”.

Planck sugiri6 que la radiacion dentro de la cavidad esta en equilibrio con los
atomos, y debe haber una relacion funcional entre la distribucion de energia y la
energia absorbida o emitida de los atomos. Planck supuso como modelo para los
atomos que ellos se comportan como osciladores armoénicos de frecuencia vy
como hipétesis fundamental que cada oscilador puede absorber o emitir energia
radiante en paquetes discretos proporcionales a la frecuencia v
g, = nhv;n =1,2,3..;donde h es la constante de Planck igual a 6,62x1034 Js.

Este supuesto rompe con el principio clasico de la continuidad de la energia.

La cuantizacién de la energia, y de otras magnitudes, se considera como principio
fundamental. Con esta nueva idea, y con la ley de reparto de Boltzmann (Martinez,
1999) ahora, tomandose en forma discreta, Planck entra a calcular la nueva forma
de radiacion. Lo que sintetizd en la siguiente ecuacion, la cual es la nueva funcién
de distribucion de la energia:

1 &
) = — KT
p(e;) 7€

donde:

o0

Z = g KT
i=1

ple;) = probabilidad de que el sistema tenga energia ¢;, siendo la energia del ente,
o particula, i.

La energia media es, utilizando la cuantizacién de Planck, &, = nhv

£f nhvy
- _&i _nhv
_  XiZ,€e KT Ynhe KT
€= 7 - _nhu
e kT
Si se hace
hv
o =—
KT

Entonces la energia media se puede expresar:
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Nuevamente, si se realiza la siguiente sustitucion » = ™%, en la ecuacion de la
energia media, se obtiene:

g — qKTZ=m" (1)

Eﬁ:‘znrn

Puesto que \r|<1, las series geométricas Yi—,r™ v ko_,nr™ tienen como
n=0 n=0

sumas,
—_ oo n __ 1

§= Ln=0T" =7 (2)

Yo onr® —plye gn-1_ TS (3)
n=0 dr =m=1 1-r

Sustituyendo (3) en (1) se establece que

hv

— eKT 1

€= hv = hv o (4)
1—-eKT eRKT—-1

De la ecuacién (4) se observa que la energia media depende no solo de la
temperatura T, sino también de la frecuencia v radiada y tiende rapidamente a
cero cuando vtiende a mas infinito.

SOLUCION DE LA ECUACION DE RADIACION

Ya se sabia, de la fisica estadistica, que el valor medio (v) hay que multiplicarlo

por todas las maneras posibles (entes) presentes de frecuencia vy v+ dv, lo que
nos conduce a la distribucion de radiacion siguiente:

_ 8 ,1_
P T) = gE®) = |52 | 2)
De las ecuaciones (3) y (4), haciendo manipulaciones algebraicas, se llega a:

pv,T) =[] ©)

eRT—1

75
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A la ecuacion (5) se le conoce como la ley de radiacion de cuerpo negro. La cual
explica las leyes empiricas antes conocidas: la de Stefan-Boltzmann, la de Wien y
la curva experimental de radiacion obtenidas antes de Planck.

Integrando (5) desde cero hasta mas infinito se obtiene la energia total radiada por
unidad de volumen, la cual se sabia empiricamente que era proporcional a la
cuarta potencia de la temperatura, es decir, E;,..,; = ¢T*. La constante tiene el

valor de:
o=15,67x108 W/m2K4

Este resultado se manifiesta automaticamente integrando a (5), esto es:

E(v) —f p(v,Tdv = [STh]f w—dv  (6)

eKT -1

. . . . . . Ry . .
Si se realiza el siguiente cambio de variable x = K—; en (6), se llega al siguiente

resultado:

EV) =[5 =

Para la solucion a (7) considérese la integral

(7)

k—i
I(k) = fu ——av (8)

donde k es un entero positivo.

Multiplicando al numerador y al denominador del integrando, en la ecuacion (8),
por eXse obtiene:

k-1 _—x

I(k) = j“"“l—gxdx (9)

—&

Puesto que 0 <eX< 1 parax € (0,+). La serie geométrica

1+ (™) +(e™) i+ +Ee™)* +- = P

Es decir, se tiene
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Si se reemplaza (3) en (2) se obtiene

k-1 ,—x s
x € k-1 _,—=x —x —2x —3x —4x
1—_xdx= x" e (1l+e ™ +e ™ F+e e+ )dx
—e
1]

1]

Por lo tanto

% k-1 ,— = k-1 -2 = k-1,-3
I(k) = [, x*te™ dx + [ x*le dx+ [ x* e ¥dx+-- (11)
Si se realiza la sustitucion u = nx se llega a la siguiente igualdad:

= k-1, — I T (i T
Jy ¥ teT™dx =— ["x* e du (12)

Pero la integral del segundo miembro de (5) es una funcibn Gamma (Apostol,
1977). Es decir,

(= s}

(k) = f xFle %dx = (k—1)!

0
donde k es un niumero entero no negativo.

En particular, si k es un nUmero entero no negativo se concluye de (5) que

(k-1
k

f:ﬂ xk—le ™ gy = (13)

n
Asi, si se sustituye (6) en cada uno de los sumandos de (4) se adquiere la
siguiente igualdad:
(k) = (k — 1) + (.H:—l]!+ {k—1]!+ (-1 b= (k— 1]!Z§f=1i (14)

n

2k 3k 2k K

En particular, para k = 4 se tiene que la suma de la funcién Zeta de Riemann
(Apostol, 1977) (Calderdn, 2002) es:

((4) = ;'leﬂ%=ﬁ (15)

30

Si se reemplaza (15) en (7) se llega a 77
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Donde la cantidad en corchete es el valor tedrico de la constante universal, que
habian encontrado de manera empirica Stefan y Boltzmann independientemente,
para la teoria de radiacion y la termodindmica de gases (Kuhn, 1983) (Einstein,
1965).

Usando dos enfoques, primero uno fisico y luego uno matemaético, se ha llegado a
un resultado de vital importancia en la comprension de un fenémeno fisico como lo
es la radiaciébn del cuerpo negro. Es decir, partiendo de la fundamentacion
matematica de un concepto fisico que luego se relaciona con una herramienta
matematica, la funcion zeta de Riemann, se llega al valor de una de las constantes
fundamentales de la ciencia fisica: la constante universal de radiacion.

El estudio de la radiacion dio origen a una de las teorias mas exitosas hasta hoy:
la mecénica cuantica. Ademas, la radiacién es una energia que se propaga como
una onda electromagnética, abarca todo el espectro que va desde las ondas de
radio, pasando por las microondas, los rayos infrarrojos, la luz visible, los rayos
ultravioleta, los rayos x, rayos gamma Yy los rayos cosmicos. Otro campo de
aplicacion es el estudio de la ciencia de los materiales (Estrada-Rodriguez et al,
2017). Es muy bien sabido del basto campo de aplicacion de todos estos
fendmenos, e innegable los resultados experimentales que beneficiaron el nivel de
vida de la poblacién desde su descubrimiento hasta hoy. Decir que el tema esta
acabado es un atrevimiento y el campo investigativo, tanto tedrico como
experimental, sigue abierto.

Conclusiones

La percepcion epistemoldgica del mundo se basa en explicaciones transitorias, al
igual que otras teorias, como el circulo perfecto de las orbitas planetarias. Los
conceptos de la materia y la energia mecanica y continua solo duraron alrededor
de trescientos afios, hubo que romperse ese paradigma junto con la matematica
utilizada para el tratamiento de la continuidad. Asi que, para encontrar las leyes de
radiacion, los conceptos clasicos quedaron obsoletos y debid inventarse una
nueva manera de ver el mundo. Por lo tanto, fue necesario pasar de lo continuo a
lo discreto.

El trabajo aqui presentado es una muestra clara que, con conceptos teéricos bien
definidos en cualquier rama de las ciencias, se pueden entrelazar los puntos de
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convergencia entre los principios fundamentales comunes a ellas para
presentarlos en diferentes escenarios donde se forman los cientificos de hoy y del
mafiana; es decir, como ejercicio pedagdgico es de vital importancia presentar
varios enfoques de un mismo principio o ley.
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