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Resumen

En la fisica y matematicas existen conceptos idealizados como densidad de un punto
material, densidad de carga puntual, intensidad de una fuente instantanea, etc.,
necesarios en problemas reales de ingenieria y fisica. Tratar este tipo de conceptos de
forma correcta se hace con la teoria de funciones generalizadas, cuyas propiedades se
salen del marco de las propiedades de las funciones convencionales. El concepto de
funcion generalizada es una generalizacion del concepto convencional de funcién y
abarca funciones que contienen puntos singulares. Para tratar matematicamente este tipo
de funciones o funcionales se hace necesario introducir procesos de regularizacion. En
el presente articulo se analiza el proceso de regularizacion de funciones singulares con
funciones generalizadas y se compara la integridad de la funcion antes y después de la

regularizacion.

Abstract

In physics and mathematics, there are idealized concepts exist, such as the density of a material point, the
point density, the intensity of an instantaneous source, etc., These are necessary for real engineering and
physical problems. Treating this type of concepts correctly is done with the theory of generalized
functions, it’s properties are outside the framework of the properties of conventional functions. The
concept of generalized function is a generalization of the conventional concept of function and
encompasses functions that contain singular points. In order to mathematically treat this type of functions
or functions, it is necessary to introduce regularization processes. In this article we analyze the process of
regularization of singular functions with generalized functions and compare the integrity of the function

before and after the regularization.
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1. Introduccitn

La regularizacion de funciones por medio de
funciones generalizadas es un elemento que
aparece en la teoria de funciones
generalizadas, consiste en hacer corresponder
a cada funcién que se va a regularizar, una
funcion fe(x)= (f(y),w(x-y)). Debido a los
puntos singulares que presentan algunas
funciones generalizadas, esta regularizacion
consiste principalmente en obviar dichos
puntos y tratar la funcion fuera de ellos, lo
que da la impresion de modificacion de la

funcion inicial o pérdida de la informacion, es
decir que la funcién nueva regularizada no es
totalmente la funcion original.

La teoria de las funciones generalizadas es
una parte importante del andlisis que extiende
el concepto de una funcion a los funcionales
lineales continuos que actlan sobre un
espacio determinado de funciones basicas.

El concepto de funcion generalizada se ha
desarrollado gracias a la fisica matematica y
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Surgi6 para darle un sentido matemético claro |

a modelos usados en la Fisica, y nace , f(a)
precisamente en 1930 al introducir Dirac la _ ‘_
funcion delta que lleva su mismo nombre. . D N | N N N N
Luego, los fundamentos de la teoria de j '
funciones generalizadas se desarrollan por |
Soboliev (1936) y Schwarz (1951). B ‘

Las funciones generalizadas surgen, de

manera natural, primero, al intentar extender Figura l
los métodos e ideas del calculo diferencial e
integral clésico de inicios del siglo XIX a
funciones que, formalmente, no son ni
diferenciables, ni integrables y, segundo, por
la necesidad de estudiar soluciones no suaves Df =R
de ecuaciones diferenciales.*

La funcion regularizada no muestra
singularidades
El dominio de la funcion regularizada es:

El rango de la funcién regularizada es
2. Regularizacion con Funciones 1
Generalizadas Rf = {O’ _}
La regularizacion de  funciones
generalizadas es el proceso por el cual una
distribucion es construida sobre de una
funcidn que tiene una singularidad, la cual
la convierte en una funcion divergente, es
decir, no es localmente integrable. La
funcidn se redefine de tal manera que la
singularidad se anula, lo cual permite
converger la integral, es un tema de suma
importancia, no solo del punto de vista
matematico, sino también de la
perspectiva matematica de la fisica.

La funcion regularizada es continua en todos
sus puntos, excepto en x=a

La derivada de la funcion regularizada existe
en todo el dominio.

La integral de la funcion regularizada es
convergente diferente de cero.

Anélisis de la funcion continua a tramos

Sea la funcion f(x) definida de tal forma que

Andlisis de La regularizacion de la es continua a trozos con derivada en estos
funcion inversa mediante la funcion delta trozos y con discontinuidades en x1, x2, X3,
La regularizacion esta dada por la siguiente .., xk; dadas por saltos h1, h2, h3...hk
expresion: Esta funcion es continua en todos los puntos,

f (a) X=a excepto en los punt_os x1, x2, x3, ..., xk, en
' estos puntos la funcidn presenta saltos en hi,
0,x=a h2, h3...hk, la derivada f'(x) esta definida en
todas partes, excepto en las discontinuidades.

00

(f,5)=j f(x)5(x—a)dx=

—00

La cual corresponde a la definicion de la
funcion delta:

(.0)=] |

o (x)5(x—a)dx=f(a)

La Figura de la funcion es:?

Donde el punto a debe ser diferente de
la singularidad.

Como se muestra en la figura, el proceso de
regularizacion “elimina” los puntos en donde
la funcion diverge. Figura 2
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Evidentemente la funcion no muestra
singularidades, pero si discontinuidades en

X, Xy, Xgy X,

El dominio de la funcién es:
Df = R—{X,, X, Xg,...}

El rango de la funcion es:
Rf = [a,b], donde aes el maximo valor

de la funcidn f(x) y bes el minimo

Como la funcion no es continua en

Xps Xy Xgy X,
La derivada de la funcién se indetermina en
estos puntos.

La integral J._oc f (x)dx converge a la suma
de las areas bajo la curva de los trazos.

La regularizacion de la funcion se hace el
siguiente procedimiento:

fk(x):f(x)—zk:hk(a(x—xk)

donde

®(X_Xk):{1 X # X
: K

La funcion regularizada coincide en todos los
puntos con la funcién f(x), excepto en los
puntos de las singularidades, los cuales se
ilustran en la figura 3.

1Lx=x,

Figura 3

La funcion regularizada no muestra
singularidades, muestra discontinuidades en
x1, x2, X3, ..., ahora existe un unico valor
para f(x1), f(x2), f(x3), ...
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El dominio de la funcién regularizada es
Df =R

El rango de la funcion regularizada es
Rf =[a,b]
donde @es el maximo valor de la funcion

f(x)y b es el minimo.

La funcion regularizada es continua en todos
sus puntos, excepto en x1, X2, X3, ...

La derivada de la funcién regularizada existe
en todo el dominio, excepto en x1, x2, X3, ....

ya que
d(1)=0(1)-a| Zro(x-x)]
fro=1->hs(x-x)

La integral LO f (X)dX converge a la
suma de las areas bajo la curva de los trazos

y su valor converge al valor de LO f (X)dX

Anélisis de la regularizacion de la funcion
inversa mediante la funcién escaldn

Sea la funcion:

La Figura de la funcion es:

' F'igu'ra4
El dominio de la funcion es:
Df =R—{0}
El rango de la funcion es:
Rf =R-{0}
La funcion no es continua X =0 en

La derivada de la funcién se indetermina en
x=0
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©f(X)dx
La integral Lo ( ) diverge pero
analizando la forma de la Figura se puede

LD f(x)dx —0

Laregularizacion de la funcion debe acotar
unintervalo en el cual no esté la singularidad,
paraellose haceelsiguiente procedimiento:

(f.0) =F(x)0 (¥)
gp(x):{l,Xe[a,b]

0,x [a,b]

La funcion regularizada no muestra
singularidades.

El dominio de la funcion regularizada es
Df=R

El rango de la funcion regularizada es

Rf =[ £ (b), f (a)]U{0}

La funcidn regularizada es continua en todos
sus puntos, excepto en

f(a) Af(b)
La derivada de la funcidn regularizada existe
en todo el dominio.

La integral de la funcion regularizada es
convergente diferente de cero.

concluir que

3. Conclusiones

1. La regularizacion de una funcion
puede ser definida de diferentes
formas. La regularizacion de una

funcion f ( X) es una distribucion
lineal y continua que coincide con

f () entodos los puntos excepto en
el punto de la singularidad.

2. En funciones con singularidades,
generalmente se regularizan para
tratar estas singularidades, Existe un
cambio minimo de la informacion,
porque la funcién solo se modifica en
un punto.

3. El dominio y el rango de la funcién
se modifica cuando se aplica la
regularizacion.

4. La continuidad de una funcion varia
dependiendo del tipo de
regularizacion aplicada.

?

5. Laderivada de una funcion con
singularidades no existe en estas
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singularidades, cuando se aplica la
regularizacion la derivada si existe.

6. Laintegral de funciones discontinuas
diverge, cuando se aplica Ila
regularizacién, la integral diverge.
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