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Resumen

Usando el formalismo de Madelung-Bohm de la mecanica cuantica
y teniendo en cuenta la relacidon con la ecuacién de Ermakov, en
el presente trabajo solucionamos en forma general la ecuacién de
Ermakov y presentamos aplicaciones relacionadas con el oscilador
armonico simple tomando un potencial dependiente del tiempo, en el
cual se calculan los potenciales de Bohm para cada ejemplo dado.

Palabras clave: Potencial de Bohm; Ecuacion de Ermakov;
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Abstract:

Using the Madelung-Bohm formalism of quantum mechanics and
taking into account the relationship with the Ermakov equation, in this
work we solve the Ermakov equation in a general form and present
applications related to the simple harmonic oscillator with a time-
dependent potential, where we calculate the Bohm potentials for each
given example.

Keywords: Bohm potential; Ermakov equation; Madelung
formulation; Quantum hydrodynamics.

1. Introduccion

En este trabajo presentamos el célculo del potencial de Bohm a
partir de la relacién encontrada con la ecuacién de Ermakov, se
parte de la formulacién de Madelung de la mecanica cudntica,
recordando que las ecuaciones de Madelung [1], o las ecuacio-
nes de la hidrodinamica cuéntica, son la formulacién alternativa
equivalente de Erwin Madelung de la ecuacién de Schrodinger,
escrita en términos de variables hidrodinamicas, similar a las
ecuaciones de dindmica de fluidos de Navier-Stokes [2, 3, 4].
La derivacién de las ecuaciones de Madelung es similar a la
formulacién de De Broglie-Bohm, que representa la ecuacion
de Schrédinger como una ecuacion cudntica de Hamilton-Jacobi
[5,6,7,8,9, 10].

Para el estudio tomamos como base el oscilador armoénico de-
pendiente del tiempo, este es uno de los temas mas relevantes
en la mecéanica cudntica, debido a la relevancia que tiene en el
moldeamiento de sistemas reales, su relevancia esta mas que
definida en las diferentes ramas de la mecanica cuantica, la so-
lucién al oscilador dependiente del tiempo se ha presentado en
la literatura de diferentes formas, se hace un tratamiento de la
mecénica cldsica a la mecanica cudntica en [11], o en funciones

de Green como en [12].

Se ha usado en el desarrollo algebraico el operador evolucion,
que fue presentado como opcién de solucién a la ecuacién de
Schrédinger en [13], se ha solucionado en diferentes escenarios
y desarrollando aplicaciones a diversos sistemas fisicos.

En el presente trabajo usamos el formalismo de operadores (en
particular el operador momento) analogo a [14] la contribucién
se basa en el desarrollo mas profundo y general del problema,
se inicia el desarrollo presentando el enfoque unidimensional
de Madelung-Bohm, luego se introduce el formalismo de ope-
radores, en esta seccion aparece la relacion con la ecuacién de
Ermakov; el principal aporte del trabajo se desglosa en la sec-
cion (4.), donde se presenta en detalle una solucién general a
la ecuacion, luego se presentan dos ejemplos en detalle para el
cdlculo del potencial de Bohn, primero un potencial independien-
te del tiempo y seguido uno dependiente del tiempo; finalmente
se presentan las conclusiones obtenidas.

2. Enfoque unidimensional de Madelung-Bohm

Partiendo de la ecuacion fundamental de la mecanica cuantica,
la ecuacién de Schrodinger, y considerando el sistema en una
dimensién con un potencial unidimensional V' (z, t) se tiene (por
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simplicidad se asume en este trabajo que i = 1)

8¢($ t) 1 0%¢(x,t)

ot 2m 0z

con ¥ (x,t) la funcién de onda del sistema mecdnico cudntico.
Tomando la descomposicion polar de la funcién de onda [15, 16,
17]

+ Vi(z, )(z, t), 6]

U(z,t) = Az, )5 )

con A(x,t) y S(z,t) funciones reales que dependen de la posi-
cién y del tiempo, separando la parte real e imaginaria al sustituir
(2) en (1) se obtienen las siguientes ecuaciones
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la ecuaciodn (3) corresponde a la ecuacion cuantica de Hamilton-
Jacobi, la cual es similar a la contraparte clasica, y la ecuacién
(4) es la ecuacién de continuidad, (que garantiza la conservacion
de la probabilidad), en la ecuacidén (3) la expresion

1V
2m A

es el denominado potencial de Bohm [18, 7]. A las ecuaciones
(3) y (4) con la definicion (5) se les conoce en la literatura como
el enfoque unidimensional de Madelung-Bohm.

Vi ®)

3. Enfoque del operador para la solucién de la ecuacion
de continuidad

La ecuacién de continuidad (4) se puede reescribir como una
ecuacioén similar a la de Schrodinger

0A 1 [/ 0S0A 0?8
= 2= A 6
ot ( dr dx ' Ox? ) ’ ©
usando el operador de cantidad de movimiento p = —ia%, la
ecuacion (6) se puede escribir de la forma,
0A 1 as 0 98
ot ( Oz 0x | dx? ) ’
0A 1 as . 9%*S
— = 2i— — | A.
ot “om ( "9x? T oa 2) @
Escogiendo la fase de la funcién de onda de la forma:
dv(t
St = Q) 0 4 o), ®)
0S(x,t)  dQ(x) dv(t) ©)
or dx dt’
reescribiendo el termino 252 95 5= P que aparece en la ecuacion (7) se
tiene
05 du(t) dQ(z) .  dQ(x) .
8x dt ( dx Pt dr V) (10)
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if'(x), es posi-
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1

2m

ble escribir la ecuacién (7) de la forma
0A i du(t) (dQA AdQ)A
La ecuacion (11) tiene como solucidn
d d d
A1) =exp{ = )dt( Qi p Q)}Ao( )
dz
( cuadraticamente integrable), es la funcion de posicién. Tomando
la funcién Q(x) = 2%/2y m = 1, la solucién (12) toma la forma

usando la propiedad del conmutador [f(z), p]
ot~ 2m dt dz dx
(12)
donde Ag(x) = Ag(z,t = 0), esta condicién inicial es arbitraria
[14].

t
Az, t) = exp [—iyé)(a:ﬁ —|—]3x)] Ag(z). (13)
En la anterior ecuacidn, el operador exp [—z (2 ) (zp + pm)}

denominado el operador de compresion [19, 20]. Ahora esco-

giendo como condicién inicial Ay = 7~ /% exp(—22/2),
1 z? v(t)
A(z,t) —iy3 OXP { 5 € 5 | 14)

El potencial de Bohm definido en la ecuacién (5) toma la forma
2
—% exp [—4v(t)] +

e—2v(t)
2

Vi, 1) = Jepl-2w(]  (19)

dz/(t) _

Ahora tomando

, se obtiene de la ecuacién (3)
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realizando el cambio de variable p = €; glt’ = _ﬁ : % -
v 2 92 F)
; gt th (p atg ( 8§)2)’ NS Hega a.
?p 1

Si p obedece a la ecuacion Ermakov

>p 1

92 +Q%(t )P:E, (18)

Q(t) representa la frecuencia dependiente del tiempo, y final-
mente el potencial para el oscilador arménico dependiente del
tiempo toma la forma

Q2(¢

(1)
2

la funcién de onda para el potencial encontrado en la ecuacién

(19) y las condiciones definidas a partir de las ecuaciones (2),
(14) y (17) se obtiene
1
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4. Solucion a la ecuacion de Ermakov

Si en la ecuacién (18), w(t) es una solucién de la ecuacién
homogénea asociada; es decir,

0w

2 _
considerando los cambios de variable
p=zw(t), 22)
&= / Ldt (23)
)W)
se tiene:
dp dz dw
oF _ 2= - 24
it~ altrau 24
de donde
d?p d?z dw dz d’w
— = W— —— — 2
w e P aa T ae 25)
como
dz dzd§
De _ 22T 2
dt  d¢ dt’ (26)

usando el teorema fundamental del calculo en la ecuacién (23)

d§ 1
= 27
dt  w? @7
por lo tanto
dz 1 d¢
e 28
dt  w?dt’ (28)
al derivar (28) con respecto a ¢, se tiene:
& S 2 dﬁ % 1 &’ (29)
dt? w3 dt d§¢ = wt dg?
sustituyendo (28) y (29) en la ecuacién (25)
Po_ 2ded:s &z 2dide | dw
dt? w2 dt d¢ wddE?  w?dE dt dt?
es decir,
d? 1 d? d?
ap_ ez Ziw’ (31)
dt2 w3 dg? dt?

despejando z de la ecuacién (22), y remplazando este valor en la
ecuacion (31) se obtiene,

d? 1 d? d?
dt2  w3déZ  w dit?
al sustituir la ecuacion (32) en (18)
1 1 d?z p d*w
— == (= + Q¢ 33
3 w3d§2+(wdt2+ ()p), (33)
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en la ecuacion (33) la expresion entre paréntesis, se anula debido
ala ecuacién (21), y usando (22), la ecuacién (33) toma la forma,

d?z 1
— = —. 34
Con el fin de resolver la ecuacion (34) utilizamos la sustitucién
dz
= — 35
w i (35)
con lo cual
d?z d (dz dw dz dw
S (2= =2 = 36
ae2 ~ dg (dg) dz ¢~ Ve (36)
de esta manera la ecuacion (34) se transforma en la ecuacién
dw 1
- 37
W= e (37)

separando las variables, integrando y considerando la relacién
dada en (35), se obtiene

z=(C1+(E+C2)%); C1#0, (38)
finalmente teniendo en cuenta (22)
" 97 1/2
p(t) =w(t) |C1+ (/ 200 + Cz) 1 (39)

luego (39) es la solucion general de la ecuacion de Ermakov dada
en (18)

5. Ejemplo 1

Considerando en la ecuacién (18) la funcién Q@ = A, como
un caso particular en el que la funcién no depende del tiempo.
Considerando la ecuacién homogénea asociada a (18) se tiene;

2

ot?
donde w(t) = cos(At); la cual es una solucién particular; de
acuerdo a (39) la solucién de la ecuacién no homogénea queda

+A%p =0, (40)

571/2
o) = cos(M) | C + (tanim 4 02) L @D
tomando (sin perder generalidad) Co = 0; C; = 1 se tiene
p(t) = (COSQ(M) + Sini(;t))m, 42)
lo que permite encontrar la funcién v(t) de la forma
v(t) =1n (cosz()\t) + Sinj\(;\t) > v , (43)

al sustituir en la ecuacion (15) se encuentra el potencial de Bohm
dado por

2 .2 -2
Ve(z,t) = — % (cosQ()\t) + sm/\(2)\t)>
.92 -1
+ % (cosz(kt) + Sm)\(;\t)> (44)



Para analizar el comportamiento de este potencial en la Figura 1
se observa el cambio del potencial V5 en funcién de la posicién
x 'y el tiempo ¢, para obtener esta figura se tomo A = 1,
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Figura 1: Potencial de Bohm ecuacién (44) tomando los valores de A. (a) 0,5;
(b) 15 (c) 1,5; (d) 2.
6. Ejemplo 2
Considerando una frecuencia dependiente del tiempo de la forma
1
Qt) =

a+ bt
Dependiendo del valor que asume b, consideramos las siguientes
situaciones

(45)

6..1 Caso0 < b <2

Teniendo en cuenta que no es sencillo encontrar para este caso
una solucién particular de la ecuacién homogénea asociada a la
ecuacion de Ermakov, que nos permita aplicar la formula (39),
asumimos una solucién de (18) de la forma p(t) = A(a + bt)<,
donde A y « son constantes a determinar, con A # 0.

P (t) = Aab(a +bt)* 1 p/(t) = Aab®(a — 1)(a 4 bt)* 2
sustituyendo en la ecuacion (18)
[Aa(a — 1)b% + Al(a + bt)* % = (a4 bt)3*A73

luego o = 1/2; A = (1 — b%/4)~/*. La ecuacién (13 ) toman-
do el valor de p(0) = 1, da como resultado A = /1 —b?/4
llegando a la funcién

1 B\ 1 b2\
=—-In(1-— -1 1—— . 4
v(t) 411( 4)+2n ( 4) +bt| . (46)
lo que corresponde a un potencial de Bohm dado por:
1—b2/4 \/1—0b%/4
Vp(z,t) = — /4 2 /, (47)
2(a + bt)? 2(a + bt)

este potencial estd bien definido, sin singularidades. El
potencial de Bohm exhibe el mismo comportamiento cuali-
tativo para todos los valores del parametro b en el intervalo (0; 2).
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Siguiendo la idea del caso anterior, se busca una solucién w(t)
de la ecuaciéon homogénea
d?p
dt?

1
=0
(a+ot)2’

de la forma w(t) = (a + bt)“, obteniendo

b+ Vb2 -4
o= —— (48)
2b
6..2 Casob =2
De la expresion (48), si b = 2, se obtiene « = 1/2, luego

w(t) = (a+bt)'/2.

Asi la solucién de la ecuacion de Ermakov, para la frecuencia
Q(t) = 1/(a + 2t), se encuentra utilizando la ecuacién (39).

1/2

1 2
pt) =+va+2t|Ci+ (2 In(a + 2t) + 02)

tomando Co, =0, C; =1

mﬂ:\M+24}+im%a+mﬂ, (49)

La solucién de la ecuacién de Ermakov para la frecuencia elegida
anteriormente da la funcién auxiliar
p(t) =CVa+bt, (50)

donde C' = (1 — b?/4)~ /4.

6..3 Caso b > 2

En este caso, una solucién particular de la ecuacién homogénea,
w(t) = (a + bt)™ con a dada en (48), con aplicacién de la
relacion dada en (39), la solucidn de (18) en este caso es

Cl+(

tomando en la ecuacién (51) Cy = 1;Cy = 0 se obtiene de la

ecuaciéon p = e”
2
> ] (52)

sustituyendo (52) en la ecuacioén (15) se obtiene el potencial
de Bohm (donde se han tomado los valores de a = 1,b = 3y
«a = 0,1275) que se presenta en la Figura 2.

1/2

12«
M (51)

p(t) = (a+b)® T2

2
+a)

(a+ bt)! =2

v(t) = aln(a + bt) + %ln [1+ ( = 2a)



Figura 2: Potencial de Bohm (V) para el caso b > 2, se han tomado los
valores de a = 0,1275;b = 3;a =1

7. Conclusiones

Consideramos que uno de los principales aportes del presente
trabajo es mostrar explicitamente en la seccién 4. un desarrollo
matemadtico para encontrar la solucidn a la ecuacién de Ermakov,
la ecuacién (39) es una solucién general de la ecuacién (18), lo
que permite calcular mediante la ecuacién v(t), al sustituir en la
ecuacion (14) y mediante (5) es posible encontrar el potencial de
Bohm.

El presente articulo se ha desarrollado siguiendo la linea de
trabajo de [14] en donde se hace el andlisis para los casos
0 < b < 2yb = 2, aqui ampliamos al caso b > 2, donde se
halla la expresién explicita para la funcién p(t) que permite
usando la ecuacién (15) hallar el potencial de Bohm que es
nuestro objetivo, como se muestra en la seccion 6..3. Se observa
en la Figura 2 que el comportamiento sigue el mismo patrén
dado en los casos anteriores (Figura 1) , la funcién cuadratica
predomina para valores pequefios de ¢ y se suaviza a medida que
evoluciona ¢.

En el articulo [21] los autores desarrollan una aproximacion de
Bohm al cambio de fase de Gouy, esto dentro del formalismo de
Madelung-Bohm llegan a la ecuacién de Ermakov, trabajan la
funcién Q(t) = 0, en nuestro caso ampliamos esta consideracién
como se muestra en la seccién 5., donde asumimos §2(t) = A,
donde )\ puede tomar cualquier valor numérico, esto generaliza
el desarrollo de [21] permitiendo plantear aplicaciones no solo
para encontrar el cambio de fase de Gouy de una forma natural.
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